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Einleitung. 

Ein längerer Aufenthalt in Ghristiania bot mir Gelegenheit im 
personlichen Verkehre mit Sophus Lie dessen Theorie der continuir- 
lichen Transformationsgruppen eingehend zu studiren. Das Ziel unserer 
gemeinsamen Arbeit war^ eine zusammenhängende Darstellung dieser 
Theorie zu liefern, wobei mir wesentlich nur die redactionelle Seite 
der Aufgabe zufiel. Nebenbei beschäftigte ich mich jedoch auch mit 
selbstständigen Untersuchungen auf dem Gebiete der Transformations- 
gruppen. Meine Resultate sollen im Verlaufe dieser Abhandlung 
auseinandergesetzt werden. 

Zur Zeit ist nun jene zusammenhängende Darstellung der Theorie 
noch gar nicht vollendet, geschweige denn veröffentlicht. Zum Ver- 
ständnisse des Folgenden würde es somit nothig sein, die ziemlich 
zahlreichen Lie 'sehen Abhandlungen Ober Transformationsgruppen zu 
kennen. Um diesem Uebelstande nach Möglichkeit abzuhelfen, sollen 
zunächst die Hauptbegriffe und Hauptsätze aus der Theorie der Trans- 
formationsgruppen in aller Kürze zusammengestellt werden, so weit 
sie später Anwendung finden. Auf die Beweise müssen wir natürlich 
bei dieser Zusammenstellung verzichten. 

A. Eine Schaar von Transformationen 

a?/ —= /i (a?! . . . fl?n 5 »1 . . . »r) (i = 1 . . . n) 

der Variabein x^ , , , Xn bildet eine endliche continuirliche Transfor- 
mcdionsgrwppey wenn zwei Transformationen der Schaar nach einander 
ausgeführt wieder eine Transformation der Schaar ergeben. Analytisch 
heisst diess, dass die obige Transformation verbunden mit 

^/' = fi{^\ • • • ^n; 6i - . . hr) 
eine Transformation von der Gestalt 

Xi = /,• yX^ . . . Xfi 5 C| . . . Cr) 

ElfOBLu 1 
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ergiebt; bei welcher die c nur von den a und b abhängen: 

Die Grössen a^ . . . Gr heissen die Parameter der Gruppe. Es ist klar, 
dass es auf die Gruppe als solche keinen Einfluss hat, wenn man 
irgend r unabhängige Functionen der a« als neue Parameter einführt. 

Wir werden uns hier auf solche Gruppen beschränken, welche die 
identische Transformation Xi = Xi enthalten und von infinitesimalen 
Transformationen erzeugt sind. 

Unter einer infinitesimalen Transformation versteht Lie eine Trans- 
formation von der Gestalt: 

x/ = rcf + Si (x^ . . . Xn) St (i =: 1 . . . n), 

wobei dt eine unendlich kleine Grosse bezeichnet. Für diese infini- 
tesimale Transformation führt er nun das Symbol 
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ein, aus welchem ihre Transformationsgleichungen augenblicklich her- 
geleitet werden können. Bedeutet nämlich f eine beliebige Function 
von x^ . , . Xn, so besteht die Gleichung: 

f(x; . . . Xn") = A^i . . • a?n) + X{f) dt, 

aus welcher Xt = Xi -{' l^idt ohne Weiteres folgt. Es ist auch klar 
und jedenfalls leicht zu verificiren, dass das Symbol X(f) von der 
Wahl der Variabein unabhängig ist 

Denkt man sich die infinitesimale Transformation X{f) unendlich 
oft wiederholt^ so erhält man cx)^ endliche Transformationen, nämlich 
die folgenden: 

Xi'^'Xt + t^ + ^2 ^'W- + • • • (t = 1 • • • «) 

1 * 

oder kürzer: 

I 

x;^Xi + tXiXi) + ^XX(^Xi) + "" 

Wie sich leicht zeigen lässt; bilden diese oo^ Transformationen eine 
endliche, continuirliche Transformationsgruppe mit dem einen Para- 
meter t Lie nennt diese Gruppe eingliedrig und sagt, dass sie von 
der infinitesimalen Transformation X{f) erzeugt wird. 
Mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen 



heissen von einander unabhängig, wenn es nicht möglich ist r Con- 




Transformationsgruppen. 3 

stanten c, . . . Cr so zu wählen; dass der Ausdruck c, XiZ + '-' + e^Xr/" 
identisch verschwindet. # 

Sind X^f . . . Xrf von einander unabhängig, so lässt sich zeigen^ 
dass der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen 

r 

^ CxX^f 
1 

eine Schaar von eingliedrigen Gruppen 

r 

(1) Xi'=Xi + t^f c^ Xx(a?OH 

erzeugt; welche cx>'' verschiedene Transformationen enthält. Lie hat 
weiter nachgewiesen; dass diese Schaar von Transfortnationen immer 
dann, aber auch nur dann eine endliche continuirliche Transformations- 
gruppe bildet y wenn zwischen den Xf Beziehungen von der Form 

n r 

X, (X, (/•)) - X« (X, CO) =2 { X, (I,,) - X, (I, ,) } -g =2 Ci,. X,f 

1 ^ 1 

bestehen, wobei die Cim numerische Constanten bedeuten. Ist diese 
Bedingung erfüllt^ so stellt (1) die endlichen Gleichungen einer con- 
tinuirlichen Transformationsgruppe mit r Parametern dar oder kürzer 
einer r-gliedrigen Gruppe. 

Die Schaar der cx)'*'^ infinitesimalen Transformationen, welche 
einer solchen r-gliedrigen Gruppe angehören; ist offenbar dadurch 
charakterisirt, dass sie gleichzeitig mit Xif und Xxf immer auch alle 
infinitesimalen Transformationen von der Form 

CiXif+ CnXxf, Xi{X.if)) - X(X,(n) = (X,Z.) 

enthält. 

Als Beispiel diene die allgemeine projectivische Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit. Ihre endlichen Gleichungen sind 



^'^ a: + a, 



die infinitesimalen Transformationen aber: 

^.^=1^. ^f-^4^> ^3/-=^^-£ 

und zwar bestehen die Relationen: 

(X,X,) = X,/-, (X,X,) = 2X,/-, (X,X3) = X,/. 

1* 
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B. Es sei 

n 

1 * 

die allgemeine infinitesimale Transformation einer r-gliedrigen Gruppe. 
DiflFerentilrt man die Gleichungen 



r 



Si = >*CxSfx (i = 1 . . . «) 



1 



hinreichend oft nach a:, . . . a:„, so kann man c^ . . , Cr eliminiren und 
enthält für x^ , . . Xn eine Reihe von linearen homogenen Differential- 
gleichungen 



(2) '^Äii(x,..:x^)%i+'^i'y^BxiAx,...Xn) :|*- +-..=0 



1 11 *" 

{X = 1,2 .'. .). 

Solcher Gleichungen kann man so viele aufstellen, dass sie Sj . . . £n 
und damit die ganze Gruppe vollständig definireu. Lie nennt sie 
daher die Definitionsgleichtmgen der betreffenden endlichen continuir- 
lichen Gruppe. Mit Berücksichtigung des unter A. gesagten können 
wir jetzt den Satz aussprechen: 

;;Ein System linearer homogener Differentialgleichungen von der 
Form (2) definirt eine endliche continuirliche Transformationsgruppe, 
wenn, seine allgemeinsten Lösungen || . . . 5« iiur von willkürlichen 
Constanten abhängen und wenn' sich aus irgend zwei Lösungssystemen 
Sit • • • 5«i; Si2 • • • ^n2 immer ein neues Lösungssystem von der Form 

1 

zusammensetzen lässt/^ 

G. Den endlichen continuirlichen Transformationsgruppen mit ihren 
willkürlichen Parametern stehen die unendlichen mit willkürlichen 
Parametern und willkürlichen Functionen gegenüber. Wir betrachten 
natürlich nur solche unendliche Gruppen ; deren infinitesimale Trans- 
formationen sich durch lineare homogene Differentialgleichungen von 
der Form (2) definiren lassen. Diese Differentialgleichungen werden 
dann alle in dem letzten Satze angegebenen Eigenschaften besitzen^ 
nur dass ihr allgemeinstes Lösungssystem nicht bloss von willkürlichen 
Constanten abhängt, sondern auch von willkürlichen Functionen. 

Hier tritt nun eine Schwierigkeit hervor. Die Schaar von infini- 
tesimalen Transformationen^ welche durch jene Differentialgleichungen 
definirt wird, erzeugt eine Schaar von eingliedrigen Gruppen; es ist 
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Transformationsgruppen. 5 

aber bisher noch nicht gelungen ^ den Nachweis zu führen ^ dass diese 
Schaar von eingliedrigen Gruppen eine Trausformationsgruppe bildet 
und dass sie mit der ursprünglichen unendlichen Gruppe identisch ist. 

Um diese Schwierigkeit zu vermeiden , werden wir uns wenigstens 
bei den unendlichen Gruppen auf die infinitesimalen Transformationen 
beschränken und die endlichen Transformationen fast ganz aus dem 
Spiele lassen. In der Theorie der continuirlichen Transformations- 
gruppen sind ja sowieso die infinitesimalen Transformationen weit 
wichtiger als die endlichen. 

Zu dem Ende führen wir den Ausdruck: Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen ein. Wir verstehen darunter eine Schaar von infini- 
tesimalen Transformationen, welche die Eigenschaft hat; dass sie mit 
X|/* und Xj/* zugleich auch noch die Transformationen CjXj/'+CjXj/' 
und (Xj Xj) enthält, und welche ausserdem sich durch Differential- 
gleichungen definiren lässt. Es ist selbstverständlich, dass diese Dif- 
ferentialgleichungen linear und homogen sind und dass sich aus zwei 
Lösungssystemen |n und l^it derselben stets ein drittes von der B'orm 
(3) ableiten lässt. Wir nennen diese Differentialgleichungen die 
Definitionsgleichungen unserer Gruppe von infinitesimaleil Transforma- 
tionen.^) 

Enthält das allgemeinste Losungssystem der besprochenen Differen- 
tialgleichungen nur wülhmiicTie Constanten, so haben wir eine endliche 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen vor uns und zwar erzeugen 
diese Transformationen nach dem Obigen eine endliche continuirliche 
Transformationsgruppe. Enthalten dagegen die allgemeinsten Losungen 
jener Differentialgleichungen auch willkürliche Functionen, so haben 
wir es mit einer unendlichen Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen zu thun. Ob dieselbe jedoch eine unendliche Transformations- 
gruppe erzeugt oder nicht, das lassen wir dahingestellt. 

D. Von grosser Wichtigkeit ist der Begriff der Aehnlichkeit 
Zwei r-gliedrige Transformationsgruppen heissen ähnlich ^ wenn 

die eine bei Einführung geeigneter Variabein mit der andern identisch 

wird. 

Es seien also z. B. 

zwei zweigliedrige Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit und es 



*) Die Einführang dieser Bezeichnungen geschieht im Einverständniss mit 
Li er Derselbe hat zwar den Ausdruck „Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen*' noch nicht benutzt, wohl aber den Begriff, von welchem er namentlich 
in seiner Abhandlung „üeber unendliche continuirliche Gruppen*^ (Christiania 
Videnskabsselskabs Forh. 1882 l^ir. 12) Gebrauch macht. 
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nehme die zweite bei Einführung der neuen Variablen rc, = © {x) 
und entsprechend a;/ «= cd{x) die Form an: 

Werden jetzt noch a, und aj als neue Parameter eingeführt, so wird 
die zweite Gruppe mit der ersten identisch ; also sind beide mit einan- 
der ähnlich. ^ 

Zwei r-gliedrige Transformationsgruppen sind offenbar auch dann 
mit einander ähnh'ch, wenn die infinitesimalen Transformationen der 
einen bei geeigneter Variabelnwahl in die infinitesimalen Transforma- 
tionen der andern übergehen. 'Hiernach ist auch klar, was unter der 
Aehnlichkeit zweier endlicher oder unendlicher Gjruppen von infini- 
tesimalen Transformationen zu verstehen ist. 

E. Wenn ein analytischer Ausdruck bei einer Transformation 
sich nicht ändert, wenn er also invariant bleibt, so sagt Lie, dass 
der Ausdruck die betreffende Transformation gestattet oder zulässt. 

Eine Function q>{x^ . . . Xn) gestattet die infinitesimale Trans- 
formation Xfy wen/n der Ausdruck X (y) identisch verschwindet oder, 
was dasselbe ist, wenn 9? eine Lösung der Gleichung X/*=0 ist. 
Zugleich mit der infinitesimalen Transformation Xf gestattet dann tp 
auch alle endlichen Transformationen 

x; = Xi + tX{Xi) -f ^ XX{x,) + . . . 

der zugehörigen eingliedrigen Gruppe. 

Giebt es eine Function q>{x^ . , . Xn), welche r unabhängige infini- 
tesimale Transformationen X^f . , . Xrf einer r-gliedrigen Gruppe zu- 
lässt, so gestattet dieselbe auch alle endlichen Transformationen der 
Gruppe. Bei unserer Gruppe bleibt daher jede einzelne der c»^ Mannig- 
faltigkeiten 9?=const. invariant d. h. jeder Punkt des Baumes {x^ . ..a?») 
bewegt sich auf einer solchen Mannigfaltigkeit. Man nennt in diesem 
Falle die Gruppe intransitiv. Dagegen heisst unsere Gruppe transitiv^ 
wenn sie jeden Punkt des Raumes {x^ . . . x») in jeden andern über- 
führt, analytisch ausgedrückt, wenn die Gleichungen 

XJ=O...Xrf=0 

keine gemeinsame Losung haben. 

Eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen, mag sie nun 
endlich oder unendlich sein, heisst transitiv, wenn es keine Function 
giebt, welche die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe 
gestattet, im eiitgegengesetzten Falle heisst sie intransitiv. 

Ein Oleichungensystem 

9?<(^i . . . Xn) = (i = 1 . . . m) 
oder, geometrisch ausgedrückt, eine Mannigfaltigkeit des Raumes 
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(o;, . . . Xn) gestattet die infinitesiniale Transformation Xf, sobald alle 
Ausdrücke X((pi) vermöge des Gleichtmgensystems verschmnden. 

Gestattet eine Functiou oder ein Gleichungensystem die zwei infini- 
tesimalen Transformationen X|/*und X^fy so gestatten sie zugleich auch 

die Transformationen c, X|/'+ ^2-^2/^ '^^^ (^1 ■^2)' ^^^ ^^^^^ daher 
eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so bildet der In- 
begriff aUer in ihr enthaltenen Transformationen, welche eine bestimmte 
Function oder ein bestimmtes OUichungensystem invariant lassen, selbst 
wieder eine Gruppe von infinitesimalen Transformatumen, 

Den Begriff der Primitivität, so wichtig er auch ist; übergehen 
wir hier, weil er im Folgenden keine Anwendung findet. 

F. Jetzt wollen wir noch die Begriffe der Zusammensetzung und 
des Isomorphismus und was damit zusammenhängt kurz besprechan. 
Diess sind lauter Begriffe , welche bloss für die endlichen Transforma- 
tiousgruppen eine Bedeutung haben (wenigstens vorläufig). 

Es seien X^f . . . Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Trausformationsgruppe und demnach 

r 

{Xi Xx) =^' Ctx« -X,/! 

1 

Besitzen irgend m < r unabhängige infinitesimale Transformationen 

r 

Yjf^^'hjX.f 0=1...«) 

1 

unserer Gruppe die Eigenschaft, dass jedes {Yi Yj) sich linear mit 
Constanten üoefficienten durch Y^f . .. Ym/* allein ausdrückt: 

m 

l 

SO erzeugen die infinitesimalen Transformationen Y^f . . . Ymf eine 
m-gliedrige Unt&rgruppe der ersten Gruppe. Insbesondere heisst diese 
. Untergruppe invariant (ausgezeichnet), wenn auch jedes (X,- Yj) sich 
durch die Yjf allein ausdrückt: 



m 



{X,Yi)^^.hi.Y.f, 

1 

wobei unter den hij, Constanten zu verstehen sind. 

Kennt man die infinitesimalen Transformationen Xj^f und somit 
auch die Gonstanten djuy so kann man alle Untergruppen der Gruppe 
X f durch algebraische Operationen finden. Namentlich gestaltet sich 
die Bestimmung der invarianten Untergruppen sehr einfach; man 
braucht nur zu beachten , dass in einer invarianten Untergruppe, in 
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welcher die infiuitesimale Transformation Yf vorkommt, auch alle 
Transformationen von der Form (X« Y) enthalten sein müssen. 

Wir nennen das System der üonstanten Cin» nach Lie einfach die 
Zusammensetzung der Gruppe Z,/". . . Xrf, 

Die Jacobi^sche Identität 

{{XiXj)X,) +X{XjX,)X,) + ((Z,X,)Xy) = 0, 

welche zwischen drei beliebigen infinitesimalen Transformationen Xif, 
Xxf, Xjf besteht, liefert folgende Relationen zwischen den c,^»: 

r 

y, ' (Cijt Cmxw + Cjxi C^iv + €ni9 C^fv) = 
1 

(«,j, X, v= 1 .^. .r). 

Soll daher ein System der dut die Zusammensetzung einer Gruppe 
darstellen, so muss es nothwendig die eben geschriebenen Relationen 
befriedigen. Sind umgekehrt diese Gleichungen erfüllt, so giebt es, 
wie Lie zeigt, auch stets r-gliedrige Gruppen, welche die betreffende 
Zusammensetzung haben. Lie giebt überdiess Methoden, um alle 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung aufzustellen. 

Hat man zwei >-gliedrige Gruppen X^f . . . Xrf und Y^f . , . Yrf, 
zu welchen ein und dasselbe System der c,«« gehört: 

r r 

(4) {Xi z,) =^. Ci,. x,f, ( Y, r,) -=2 c,. r./, 

1 1 

so nennt man die beiden Gruppen gleichmsammengeset^ oder holoedrisch 
isomorph. 

Andererseife sei zwar die Gruppe X,/*. . . Xrf r-gliedrig, aber die 
Gruppe Y^f . . . Yrf bloss w-gliedrig, so dass also unter den Y^f nur 
m von einander unabhängige Transformationen vorhanden sind. Be- 
stehen dann die Gleichungen (4), so sagt man, dass die Gruppe Txf 
mit der Gruppe Xj^fmeroedrisch isomorph ist. unter den eben gemachten 
Voraussetzungen sind Y^f . . . Yrf durch r — m von einander unab- 
hängige Relationen von der Form 

r 

(5) ^*9*^^»f=^ (,t=l...r-»») 

1 

verknüpft. Der Ausdruck 



( ^iy ^9nf^ y*/ j =^'^9*P. dxs Ysf 



muss dann vermöge der Gleichungen (5) verschwinden d. h. es bestehen 
Gleichungen von der Form: 
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/ r \ r-^m r 

und zwar müssen dieselben eine directe Folge der Gleichungen (4) 
sein. Daraus ergiebt sich, dass die infinitesimalen Transformationen 



r 




9x,i Xnf (^ = 1 . . . r — w), 

welche offenbar von einander unabhängig sind, eine (r— iw)gliedrige 
invariante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe X,/*. . . Xrf erzeugen. 

Aus dem Gesagten erkennt man leicht, 'wie man die Zusammen- 
Setzungen aller Gruppen findet y welche mit einer vorgelegten r-gliedrigen 
Gruppe X^f . . . Xrf meroedrisch isomorph sind. 

Es seien 



r 

}gx^ X^f (fi = 1 . . . r — w) 




unabhängige infinitesimale Transformationen einer (r — m)gliedrigen 
invarianten Untergruppe der Griippe X^f . . . Xrf- Zwischen den infini- 
tesimalen Transformationen T^f . , . Yrf setze man die Relationen 



r 




'f gx^ T^f=^ (fi = 1 . . . r — m) 
1 

fest, welche etwa Tm+tf . . . Yrf durch die übrigen Fx/" auszudrücken 
gestatten mögen. Setzt man die so gefundenen Werthe von Tm-^if • • 
. . Yrf in die Belationen 

1 

ein, so erhält man alle (YiYx) durch Y^f . . . Ymf ausgedrückt und 
bekommt somit die Zusammensetzung einer m-gliedrigen Gruppe Y^f. . 
»Ymff welche offenbar mit der Gruppe X^f . . . Xrf meroedrisch 
isomorph ist. 

Auf diese Weise hat man nach und nach alle invarianten Unter- 
gruppen der Gruppe X^f . . . Xrf durchzugehen. 

Enthält eine Transformationsgruppe gar keine invarianten Unter- 
gruppen ^ so heisst sie einfach. Eine mit ihr meroedrisch isomorphe 
Gruppe kann dann keine infinitesimale Transformation enthalten d. h. 
sie besteht nur aus der identischen Transformation xl ^»a:,-. 



Nach diesen Vorbemerkungen, welche dazu bestimmt waren in 
die Theorie der Transformationsgruppen überhaupt einzuführen, schalteq 
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wir noch einige allgemeine Bemerkungen über die vorliegende Abhand- 
lung ein. 

Es soll in dieser Abhandlung eine neue Methode entwickelt werden^ 
vermittelst deren Definitionsgleichungen von Gruppen von infinüesimalm 
Transformationen bestimmt werden können. 

Lie bat an mehreren Stellen der erwähnten Abhandlung ,;Ueber 
unendliche Gruppoa" direct einige Definitionsgleichungen in der Ebene 
berechnet. Er verlangt einfach, dass mit ^j, i^i ^^^ ^2» V2 gleich- 
zeitig auch 

^* dx ^ ^» dy ^2 ^^ V2 ^y > 



ein Lösungssystem der betreffenden Differentialgleichungen ist, und 
erhält auf diese Weise Relationen, aus welchen sich .die Goefficienten 
der Differentialgleichungen ermitteln lassen. Allerdings führt dieses 
Verfahren auf recht weitläufige Rechnungen (vgl. lieber unendliche 
Gruppen § 6). 

Die Methode, welche hier auseinandergesetzt werden soU^ ist all- 
gemeiner. Schon längst vermuthete ich; dass sie alle Definitions- 
gleichungen von Gruppen liefert, da überraschte mich Lie eines Tages 
mit einem Beweise dieser meiner Vermuthung. Leider muss ich auf 
eine Reproduction dieses Beweises verzichten, weil dieselbe zuviel Raum 
in Anspruch nehmen würde. 

Natürlich werden wir fast nur solche Gruppen finden, welche 
schon aus, den Lie' sehen Untersuchungen bekannt sind. Das Interesse 
der nachfolgenden Entwickelungen kann daher in der Hauptsache nur 
in der Eigenthümlichkeit der Methode und ausserdem noch in der Form 
der Resultate liegen. 

Lie betrachtet nämlich alle ähnlichen Gruppen als gleichberechtigt. 
Es kommt ihm nur darauf an^ Normalformen für die verschiedenen 
Gruppentypen aufzustellen; soweit dieselben nicht durch Variabein- 
änderung in einander übergehen können. Er sucht immer den Reprä- 
sentanten jedes solchen Typus; mit dem Repräsentanten ist ja die 
ganze Schaar der ähnlichen ; also aller Gruppen; welche dem Typus 
angehören, implicite gegeben. 

Aber es kann seine Vortheile haben auch einmal einen andern 
Gesichtspunkt in den Vordergrund treten zu lassen. Wir werden daher 
keine Normalformen suchen ; sondern auch die Gruppen, welche mit 
den Lie 'sehen Normalformen ähnlich sind, sämmtlicb explicite angeben. 
Wir wünschen nicht die einfachsten Formen der Definitionsgleichungen 
zu kennen; wir verlangen vielmehr für jede Schaar von gleichberechtigten 
Gruppen die allgemeine Form der Definitionsgleichungen, aus welcher 
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dann jede einzelne Gruppe der Schaar durch Specialisirung erhalten 
wird. 

Soviel über die Form , in welcher sich uns die Gruppen darstellen 
werden. Nebenbei werden wir aber noch einige Resultate -.für die 
Integration von Definitionsgleichungen gewinnen. Unter Umstanden 
lässt sich nämlich a priori die Existenz gewisser Integrale erkennen; 
zur Aufstellung derselben werden wir Mittel augeben. Damit gelangen 
wir mehrfach zu denselben Integrationsvereinfachungen ; welche Lie 
auf anderem Wege erreicht hat. 

Aus leicht erkennbaren Gründen beginnen wir mit dem einfachsten 
Fall, wir betrachten zuerst die einfache Mannigfaltigkeit. Die Ent- 
wickelung der Theorie bietet hier die wenigsten Schwierigkeiten und 
lässt sich auch zu einem gewissen Abschluss bringen. 



§ 1- 
Allgemeines über die einfache Mannigfaltigkeit. 

1. Der Gedankengang, welcher mich ursprünglich zu den nach- 
stehenden Entwickelungen geführt hat, war kurz der folgende. 

Denken wir uns irgend eine Gruppe der einfachen Mannigfaltig- 
keit vorgelegt und ausserdem alle mit ihr ähnlichen Gruppen auf- 
gestellt. 

Die ursprüngliche Gruppe wird durch eine DiflFerentialgleichung 
von der Form 

^+ «i(^)^ + • • • + «»-iW H + a„(x)i = 

definirt. Ebenso wird sich auch der Inbegriff aller Gruppen, welche 
mit der ursprünglichen ähnlich sind, durch eine Differentialgleichung 

definiren lassen, nur dass in derselben die Coefficienten B von einer 
willkürlichen Function etwa a{x) und von deren Differentialquotienten 
abhängen. 

Es liegt auf der Hand, dass die betreffende Schaar von Gruppen 
bei Einführung einer neuen Variabeln x^^F(x) invariant bleibt; 
jede Gruppe der Schaar geht ja dabei in eine mit ihr ähnliche über 
und diese gehört ebenfalls der Schaar an. Da nun der Werth, welchen 
die Function a{x) besitzt, in (1) die einzelne Gruppe bestimmt und 
andererseits die einzelnen Gruppen bei Einführung der neuen Variablen 
x^ unter einander vertauscht werden, muss a{x) in eine neue Function 
«i(^i) übergehen. Zwischen a,a^, F und ihren Differentialquotieuten 
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müssen also analytische Beziehungen bestehen, vermöge deren sich cc^ 
aus a und F bestimmen lässt. 

Insbesondere kann der Fall eintreten, dass a, sich analytisch durch 
a und durch F mit seinen Differentialquotienten etwa bis zur w*®» Ord- 
nung ausdrückt: 

^i--X{cc,F,F\..F(-^y, 

wir wollen ausserdem noch annehmen, dass die Function ^ keine will- 
kürlichen Constanten enthält. Unter dieser Voraussetzung ist a, voll- 
ständig bestimmt, wenn a und F gegeben sind und ebenso ist um- 
gekehrt « vollständig bestimmt, wenn man «j und F kennt. 
Die Gleichungen 

(2) iX^x = F(x), a, = xicc, F, F\ . . Fi^) 

bilden nun eine unendliche Transformationsgruppe, Hat man nämlich: 

a?2 = cD(a;,), cc^ = xK, 0,0'... cD^«)), 

so bekommt man x2 = ^{F{x)) und also: 

«, = ;C(«, ^(F), a>\F)F\..) 

worin eben liegt, dass die Gleichungen (2) eine unendliche Gruppe 
darstellen. 

Ebenso bestimmen auch die Gleichungen 

(3) x^=^Fix), i, = ^F'{x), a, = xi<^, F, r . . . Fi'^) 

eine unendliche Gruppe, bei welcher offenbar die Differentialgleichung 
(1) der oben besprochenen Schaar von Gruppen invariant bleibt. 

Die identische Transformation der unendlichen Gruppe (2) erhalten 
wir für iCj = a;, denn dann bleibt ja jede einzelne Gruppe der Schaar 

(1) invariant; für it?i = a; muss also auch «j = a werden. Weiter 
ergeben sich die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (2), wenn 
man x^ = x -{' <p{x)dt setzt, unter dt eine infinitesimale Grösse ver- 
standen. Dabei wird etwa: 

«j = a -j- Q(a, y, y' . . . q)<^))dt, 

wo die Glieder zweiter und höherer Ordnung weggelassen sind. Die 
Function Q verschwindet offenbar, wenn die willkürliche Function q) 
gleich Null gesetzt wird. Mit Anwendung der Lie' sehen Bezeichnuugs- 
weise lassen sich nun die infinitesimalen Transformationen der Gruppe 

(2) folgendermassen schreiben: 

(4) ip{x) -g: + Q («, 9, 9,' . . . 9,(")) jL. 
Ist «, =■ a; + 9» *^» so wird 
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die infinitesimalen Transformationen der unendlichen Gruppe (3) werden 
somit: 

(5) 9,(0,) -^ + |<p' -||1 + Q(«, 9, g,' . . . g,C)) ^. 

Die Ausdrücke (4) und (5) stellen natürlich zwei unendliche 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen dar und zwar lässt die 
zweite dieser beiden Gruppen die Differentialgleichung (1) invariant. 

Was die t'orm der Function Q anbetrifft, so ist leicht zu sehen, 
dass Q in den (p^ q)' . . . q)^^^ linear und homogen sein muss. Ist 
nämlich 

eine zweite infinitesimale Transformation der Gruppe (4), so gehört 
auch jede Transformation von der Gestalt 

(«9+6^) jL^^aQ(a, ip . . .) + 6Q(«. *•••)) if 
der Gruppe an. Diese Transformation muss daher die Form 

{a<p +bt) "l^ + QK «g> + 6* . . • «^^'•^ + 6^^"0 ^ 

besitzen und da ausserdem Q (a, g) . . .) gleichzeitig mit q) verschwindet, 
so ergiebt sich, dass Q(a, 9 . . .) die Gestalt hat: 

Q(a, <p . . . 9<")) a= ttQip + a, 9?' + • • • + öfn^^**^, 

wo die Coefficienten at nur von a abhängen, aber auch keine will- 
kürlichen Constauteu enthalten. 

2. Ich bemerkte bald, dass überhaupt zu jeder unendlichen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen, welche die Form (4) besitzt, eine 
Differentialgleichung von der Form (1) gehört, welche eine unendliche 
Schaar von Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit definirt Für 
dieses Resultat, welches ich durch Rechnung gefunden hatte, erkannte 
Lie den inneren Grund. Wir geben zunächst den Lie' sehen Ge- 
dankengang wieder. 

Die infinitesimalen Transformationen 

(6) 9(*)||-+2«.(«)9^'>|^ 



mit der willkürlichen Function q){x) mögen eine unendliche Gruppe 
bilden. Es sei ferner a{x) irgend eine beliebig wählbare Function 
von X, Lie sucht nun unter den infinitesimalen Transformationen 
(6) diejenigen auf, welche die Gleichung a — «(a;) «= invariant lassen. 
Der Inbegriff aller dieser Transformationen muss eine Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen bilden (vgl. Einleitung unter E). 
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Wenn mau die infinitesimale Transformation (6) auf den Ausdruck 
a — tt{x) ausführt 9 so erhält man: 

n 

^f ai{a) g)<*) — a(x) (p. 



Soll nun die Gleichung a — a{x)'=0 bei einer Transformation von 
der Form (6) invariant bleiben , so muss der eben gefu,ndene Ausdruck 
vermöge a — cc(x) = verschwinden (vgl. Einleitung unter E) d. h. 
die Function q) muss eine Losung der Difi^erentialgleichung 



n _ 

^ üi (« {x)) g)<*> — a(x)(p = 



sein. Setzt man daher in (6) an die Stelle von q) die allgemeine Losung 
der erhaltenen Difierentialgleichung , so bekommt man die gewünschte 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

Die gefundene Gruppe enthält die zwei Variabein x und a. 
Wichtiger ist jedoch eine damit eng zusammenhängende Gruppe in der 
Variabein x allein. Die DifiFerentialgleichung für 9 besitzt nämlich 
augenscheinlich die Eigenschaft; dass sich aus zweien ihrer Losungen, 
etwa q) und ^ stets eine dritte Lösung von der Form g)^' — ^<p' zu- 
sammensetzen lässt. Versteht man daher unter q) die allgemeine 

« 

Lösung der obigen DifiFerentialgleichung^ so stellt auch q) -^ eine 

Gruppe von infinitesimalen Transformationen dar. Diese Gruppe ist 
offenbar endlich und erzeugt daher auch eine endliche Transformations- 
gruppe. Also hat Lie ohne Weiteres den Satz: 
Satz 1. SidU der Ausdruck 



eine unendliche Oruppe von infinitesimalen Transformationen dar, so 
definirt die Differentialgleichung 

n 

0) ^' «*(«)!«- «'S = 0, 



wenn darin für a irgend eine Function von x gesetzt wird, eine endliche 
Gruppe der einfachen MannigfaUigIceit. 

Die Art und Weise, in welcher Lie zu diesem Satze gelangt, 
lässt, wie man sieht, an Einfachheit und Kürze nichts zu wünschen übrig. 

Mein ursprünglicher Beweis ging darauf aus, durch Rechnung zu 
beweisen, dass die Gleichung (7) eine Gruppe definirt. Der Beweis 
hat auch jetzt noch ein gewisses Interesse^ namentlich wegen der 
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Endformel, welche sich ergiebt. Er mag deshalb hier noch seine Stelle 
finden. 

Zur Abkürzung schreiben wir U(a^ q)) tnr ^ a, {cc) {p^*K Die 
uDeudliche Gruppe (6) nimmt dann die Form an. 

Ist ferner 
eine andere infinitesimale Transformation der Gruppe, so gehört auch 



+ 



der Gruppe an (Einleitung unter C); der Coefficient, welchen -^ in 

dieser Transformation hat, muss daher die Form U(cc, <pil/ ^ ^q/) 
besitzen. 

Um den Ausdruck für D'(a, fp'^' — ^fp) möglichst kurz schreiben 
zu können^ führen wir folgende Bezeichnungen ein. Wir setzen: 



2" r dü(^ 



d' Ü(a^ <p) 



dx 
und 



2\ d ü{cc, y) (,.^,j , ^, d ü(a, y) ^ dU{a,(p) 
^m(»> ^ "»* da dx * 

so dass also 



"^^ 



d'ü{a,tp) _ dUja ^ip) ^ dü(€c,tp) 



dx dx dcc 

wird. Unter a verstehen wir dabei den Differentialquotienten -^ von 

a, indem wir x als unabhängige und a als abhängige Variable be- 
trachten. 

Nach diesen Festsetzungen bekommen wir die Identität: 

oder nach einer einfachen Umformung: 

+ -''^:-^ { ü{a> <p) - «>} - ^^ { u{a, V) - «>} ■. 



(8) 
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Subtrahiren wir endlich hiervon die Identität 
so ergiebt sich die wichtige Formel: 



(9) 






In dieser Formel liegt nun der Beweis des Satzes 1. Denken wir 
uns nämlich für a eine beliebige Function von x gesetzt und setzen 
wir voraus , dass 6 = 9 und 5 = ^ zwei Lösungen der Differential- 
gleichung (7) sind, so verschwindet die rechte Seite von (9) identisch. 
Da in Folge dessen zugleich die linke Seite verschwindet, so ist auch 
g>^' — ifq)' eine Losung von (7) und diess war zu beweisen. 

3. Wir werden jetzt geigen, dass die Differenticdgleichung 

(10) i7(a, |)-.«g = 

die unendliche Gruppe der infinitesimalen Transformationen 

(11) <p(a,)||: + i^'|f+i7(«.9,)|^ 

gestattet. t 

Vom Li ersehen Standpunkte aus gestaltet sich der Beweis kurz 
wie folgt: Die Gleichung (10) definirt, wie wir oben sahen , diejenigen 
unter den infinitesimalen Transformationen 

welche die Gleichung a — a(x) '^O invariant lassen, unter cc(x) irgend 
welche Function von x verstanden. Nimmt nun a — a(a?) = bei 
Ausfuhrung der infinitesimalen Transformation (11) oder: 

(11') x^=x+q>(x)dt, |,=g + g9>'*<; a^=a+U(a,ip)dt 

die Form a^ — a^(x^) = an, so müssen die durch (10) definirten 
infinitesimalen TransiPormationen sich in diejenigen Transformationen 

verwandeln^ welche a, — cc^(x^) = invariant lassen. Also geht die 

Gleichung (10) bei Ausführung der infinitesimalen Transformation (IT) 

über in: 

• U{a,, g,)-<6, =0. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Mein älterer Beweis wird vielleicht den einen oder den anderen 
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Leser mehr befriedigen als der eben entwickelte. Mein Verfahren war 
einfach das folgende. 

Den Variabein x, | und cc wurden die Incremente 

ertheilt und es war nunmehr das Increment von Z7(a, 5) — a S zu 
berechnen. 

Aus da — adx «= ergab sich: 

äa'^^Sa-a'^dx^(^U(a,^)-a<,f)st. 
Ebenso wurde 

-^ = ^9^» ~W'^^^ +^9> — «9> u. s. w. 
Durch die Bemerkung, dass sich schreiben liess: 

wurde man auf die Vermuthung gefährt, dass allgemein die Formel 

gelten mochte. Wirklich erhielt man auch aus der Gleichung : 

fl[|(.)_g(.+i)fl[ic = 
wieder: 

womit die Allgemeingültigkeit der vermutheten Formel nachgewiesen war. 
Nunmehr konnte das gewünschte Increment berechnet werden. 
Da % und seine Differentialquotienten \viTJ(a^ §) nur linear und homogen 
vorkommen y ergab sich: 

Hier liess sich die rechte Seite vermittelst der Identität (8) umformen 
und man kam auf die einfache Formel: 

(12) '^^XJ(a,%)-äl)^^V(a, 9,){J7(a,S)-a'g)}. 

Eng EI/. 2 
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Diese Formel zeigte deutlich, dass die Gleichung 

^^(«,1) — «5 = 

die infinitesimalen Transformationen (11) gestattet. 
Wir haben also den Satz: 
Satz 2. Bilden die infinitesimalen Transformationen 



eine unendliche Gruppe, so gestattet die Gleichung 



n 



2'' «<(«)!"'- «'S = 



die unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen 





4. Die Differentialgleichung (10) gestattet, wie wir eben gesehen 
haben, die infinitesimalen Transformationen 



(13) 



l^ IL 4. ALIL 4. I ^S^**^ df I da df I da df 

8t dx "^ 8t aS "• ' * ' ' 8t ^g(») "^ 8t ^a "T" 8t da' 



Im Räume der Variabein o?, 5 . . . %^^\ a, a haben wir uns die 
Gleichung (10) als eine Mannigfaltigkeit vorzustellen, welche bei den 
Transformationen (13) invariant bleibt , während ihre Punkte unter- 
einander vertauscht werden. Es ist nun sehr gut denkbar, dass die 
Punkte dieser Mannigfaltigkeit sich ihrerseits in unendlich viele Mannig- 
faltigkeiten anordnen lassen, welche einzeln bei den Transformationen 
(13) invariant bleiben. Analytisch ausgedrückt heisst diess: es kann 
-eine Function von x^ | ...!<•), a, a' existiren, welche bei Berück- 
sichtigung der Gleichung (10) die Transformationen (13) gestattet. 
Denkt man sich etwa 5^") vermittelst der Gleichung (10) eliminirt, so 
handelt es sich einfach um die Existenz einer Function 

welche die Transformationen (13) zulässt. 

Existirt eine solche Function Q, so stellt dieselbe gleich Constans 
gesetzt stets ein Integral der Gleichung (10) dar, Diess werden wir jetzt 
beweisen. 

Die Function Q(x, 5 . . . a) ist nach Voraussetzung eine Losung 
der Gleichung 
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r^A^ I^ILmILK.1, dS<*-^> df , Sa df . tftt ^Z* -0 

^^^^ *« a« "f" iT* i?j "» »* d« ^j(n-.i)"r ^^ 3^ -r ^^ ^^' — ^- 

Diese Gleichung zerlegt sich wegen der WillkOrlichkeit von -^=g>(a?) 

in eine Reihe von Differentialgleichungen, denn die Coefficienten von 
9, 9)' . . . g)<"+*> müssen ja einzeln verschwinden. Da 9)<"+^> einzig und 

allein in -^ vorkommt, ergiebt sich sofort -^ = 0, in den etwaigen 

Losungen von (14) ist also jedenfalls a nicht enthalten: Dagegen 

muss a nothwendig vorkommen. Wäre nämlich -^ = 0, so käme g)<«) 

bloss in — ^iTT — vor, also müsste — 7-^T- verschwinden. Ebenso wäre 
dt . ' dir * 

— ^^-^ =0 u. s. w., kurz die Gleichung (14) hätte nur die nichts- 
sagende Lösung f = const. 

Es sei nun Q(a;, g . . . 5<"~^^ «) eine Losung von (14) und also 

-^ identisch gleich Null. Mit Benutzung des früher gefundenen Aus- 
druckes für -|t- haben wir dann: 






d* ^ dx ^^ da ^j^ gjW d«* 

Setzen wir hierin 9 =: |, so kommt: 

SO dass also die Gleichung -^ — =0 sich von der Gleichung (10) nur 

um einen nicht verschwindenden Factor unterscheidet. Wirklich ist 
demnach Q = const. ein Integral der Differentialgleichung (10): 
Satz 3. Bilden die infinitesimalen Transformationen 

K.j^t^'dfx V../.N^i.. dt 



9>|J + ?<P'|f + y<a,{^)^i^) 



dx » ^^ as ^ ^^-'^'^^f^^' j^ 







eine unendliche Gruppe und is^ Q(a;, g, J' . . . |C«-i), «) eine Losung der 
Differentialgleichung 

^ ^ St dx ^ dt di ^ ^ st aj(«-i) ' ** a« "~ » 






st ~"' ~ 
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SO ist 

Q(x, 1,5'... |(»~^>, «) = const. 

ein Integral der Differentialgleichung w'*** Ordnung: 




o" 

Zum Schlüsse noch eine Bemerkung, welche für das Folgende von 
Wichtigkeit ist. Wir werden nämlich zeigen, dass man in der unend- 
lichen Gruppe 

an SteUe von a die neue Variable 

(16) a, = o (a) + Ä (^) 

einführen hanny ohne dass diess auf die Differentialgleichung 

einen wesentlichen Einfluss hat Die Functionen (o und^^ bedeuten dabei 
willkürliche Functionen ihrer Argumente. 

Bei Einführung der neuen Yariabeln a^ nimmt unsere unendliche 
Gruppe die Form an: 

Hieraus ergiebt sich nun die Differentialgleichung 

l%\x) + U{a, l) (o\a) - (o'(a) a +7t(x))l^ 0, 

also bei Weglassung des Factors (o\a) wieder die alte Di£ferential- 
gleichung 

cr(«, g)-ag = 0. 

Wir sehen daraus, dass zwei unendliche Gruppen von der Form 

(17) 9^ 1^ + 0^(«, g>) 1^ 

stets dieselbe Schaar von Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit liefern, 
wenn sie durch eine Transformation von der Form (16) mit einander 
ähnlich sind. Wir werden in Folge dessen im nächsten Paragraphen^ 
wo wir die verschiedenen unendlichen Gruppen (17) bestimmen ^ nicht 
alle diese Gruppen außustellen brauchen, sondern nur die einfachsten 
Normalformen aller verschiedenen Typen , welche nicht durch Transfor- 
mationen von der Form (16) in einander übergeführt werden Jcönnen, 
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§ 2. 
Die einzelnen Gmppen der einfaclien Mannigfaltigkeit. 

5. Zunächst wenden wir uns dazu, alle unendlichen Gruppen von 
infinitesimalen Transformationen 

ZU bestimmen. 

Die allgemeine infinitesimale Transformation einer solchen Gruppe^ 
hat die Form: 

^f-f% + (''«(«)9' + «i(«) 9' + • • • + ««WV*-') 1^, 

wo die Coefficienten Functionen von « sind aber keine willkürlichen 
Gonstanten enthalten. Führen wir für die infinitesimale Transformation 

«i 4^ allgemein das Symbol Äif ein, so erhalten wir: 

n 


Eine andere infinitesimale Transformation der Gruppe sei: 





Wir bilden nun die Transformation (X Y) oder wie wir in Zukunft 
kurz sagen wollen: wir comhiniren die beiden Transformationen Xf 
und Yf mit einander. Die Transformation (X Y) muss dann wieder 
der Gruppe angehören, also muss werden: 

(1) (ZT) = {q>t'-t<pl 1^ +2^'/* fr isp^'-^9)> 



Auf der andern Seite aber ergiebt sich bei directer Ausrechnung: 

n 

{2)X{Y{f)) - r(X(n) = (9*'-V'9'')|5+2'^</(<P^<'+''-V'9<^") 



n— i n 

Die beiden Gleichungen (1) und (2) müssen übereinstimmen. Diese 
Forderung drückt sich durch eine Gleichung von der Form: 

n— 1 n 

2''2 3*" ^9'"' ^^'^ ~ "f^" ''""^ = ^ 

t+1 



I 

i 
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aus, in welcher die Qi^ von x unabhängig sind. Da aber 9 und ^ 
vollkommen willkürlich sind, überzeugt man sich ohne Schwierigkeit^ 
dass diese Gleichung nur dann bestehen kann^ wenn alle g « ver- 
schwinden. ^ 

Um für den vorliegenden Fall die Ausdrücke Qi^ zu berechnen, 
müssen wir zunächst die rechte Seite von (1) entwickeln. Mit Be- 
nutzung der bekannten Formeln 



dsd 
erhalten wir: 



dx 



_(y^' — ^^') = ^^(H-i) -f. (n - 1) 9><«") + 



und hieraus durch eine leichte Umordnung: 

JL^ (y ^' — ^^') n= g)^(H-i) _ ^y(H-i) + (n— 1) (9>(0 _ ^' ^(0 ) -(. 
dx* 



+{-xTr- - »») (?''>""" - *>••■-«) + 



Diese Reihe schliesst jenacbdem i die Form 2i; — 1 oder 2i; hat 
mit einem Gliede gjC*'-^) ^<*+i) — ^(*^i) y(»'+i) oder mit einem Gliede 

Machen wir jetzt nach Einsetzung des gefundenen Ausdrucks in 
(1) die Vergleichung der beiden Ausdrücke für X{Y(^f)) — Y{X{f)), 
so finden wir zunächst^ dass sich das Glied: 



n 




weghebt. Weiter bekommen wir: 

(A^Ai) =0 (»=!...«) 

(-4,^.) = (i— 1) Ai (i=2 . . . w) 

(^,^_,) = {^^=^ - i) A, (i=3 . . . w) . 



(3) 



Berücksichtigen wir noch, dass in (1) kein Glied 9(^)^(^) — V'^*')^('*) 
vorkommt, in welchem die Summe 1; + ä die Zahl w + 1 übersteigt, 
so haben wir: 

{A^An) — {A^An) {Ar^iAn) «= (n > 2). 
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Damit sind zwar keineswegs alle Relationen zwischen A^f^ Ä^f . , 
^f«/* aufgestellt, allein wir werden sehen, dass die aufgestellten yoU- 
kommen genügen^ um die infinitesimalen Transformationen Äif zu 
bestimmen. 

6. Am einfachsten ist natürlich der FaU w = 0. Entweder ist 
dann Af=0 oder es ist von Null verschieden. Bei der ersten An- 
«lahme erhalten wir die unendliche Gruppe 

df 



<P 



dx 



bei der zweiten können wir uns immer die Variable a so gewählt 
denken, dass A^f die Poroa -^ annimmt. Auf diese Weise erhalten 
wir also die unendliche Gruppe: 

^ dx ~ ^ doc 

Allein diese ist von der eben gefundenen nicht wesentlich verschieden, 
denn führen wir a — ^v als neues a ein , so erhält auch sie die Form 

Jetzt konneu wir voraussetzen, dass n grosser als Null ist und 
dass Anf nicht verschwindet. Wir werden zeigen^ dass die Zahl n 
nicht grösser als ^6 sein kann. 

Für n > 2 fanden wir oben (-4«_i An) = 0; da aber die infini- 
tesimalen Transformationen Aif nur von der einen Variablen a ab- 
hängen, folgt aus (il«_i^„)==0 sogleich -4«_i =» A«_i4„, wo An-i 
eine Constante bedeutet. Wegen der Gleichung^ (3) ist nun: 

{A^ ^„_i) = (w - 2) An^t = An^i in - 2) An 

== Xn-i{A^ An) = K^\{n — VjAny 

woraus, da ^« E^ ist, folgt kn~\ = das heisst -4.«_i = 0. 
Andererseits haben wir: 

eine Gleichung, welche nur für n «= 3 bestehen kann, weil für n>3 
noth wendig An yerschwinden müsste, was ausgeschlossen ist. Demnach 
ist wirklich 3 der höchste Werth, welchen, die Zdht n haben kann. 

Weiter ist (-4o-4„) = 0, also -4^ = Aq^.« und da ausserdem die 
Gleichungen 

(4, A) = = X^{A,An) = ^o(w- 1)Ä. 

bestehen, so verschwindet X^ und somit auch A^ immer, wenn n grösser 
als 1 ist. 

Wir müssen jetzt die Fälle n «» l» 2, 3 einzeln behandeln. 
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1. FaU, W= 1. 

Es ist ^0 = AqJ.j; führen wir eine geeignete Function Yon a als 

neues a ein , so können wir A^ f auf die Form -J- bringen und be- 
kommen daher die unendliche Gruppe 

Führen wir hier noch a — l^x als neues a ein, so erscheint die Gruppe 
in der Gestalt: 

2. Fall. n = 2. 

Wie wir oben sahen, ist: 

Indem wir daher A^f ^=^ -J- wählen, ergiebt sich: 

. ^./-»-(a + constoU 
oder wenn a + const. als neues « eingeführt wird : 

Die betreflfende unendliche Gruppe ist daher: 

3. Fall, w = 3. 

Die oben gefundenen Relationen zwischen A^f . . . ^3/* sind: 

-4-0 = -4-2 = 0, (-Äj^g) s= 2-4.3. 

Setzen wir A^f=-^y so folgt 

A,f (2a + const.) U 

und indem wir die Gonstante wie beim zweiten Falle wegschaffen : 

Also haben wir die folgende unendliche Gruppe: 

9'-£+(9'"'-2««p')U- 

7. In der yorangehenden Nummer haben wir gesehen , dass jede 
unendliche Gruppe von der Form 

^sich durch geeignete Wahl von a auf eine der vier Formen: 



♦ 
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mrückführen lässt. 

Nach dem in § 1 Nr. 2 bewiesenen Satze 1. stellt nun die Gleichung 
U{af I) — «'1=0, wenn darin für « eine bestimmte Function von x 
gesetzt wird, immer die Definitionsgleichung einer Gruppe dar. Wenden 
wir diess auf die vorliegenden vier Gruppen (4) an, so bemerken wir 

zunächst, dass die Gruppe tp -^^^^ liefert a'g = also 5 = 0. Da- 
gegen erhalten wir in den übrigen drei Fällen wirklich Gruppen, näm- 
lich die folgenden: 

jr-a'S =0 

(5) r-«r-«'i =0 

Ir"— 2ar— «1 = 0. 

Auf eine dieser drei Formeth lässt sich also jede Definitionsgleichung 
U{a, I) — a'S == bringen, welche zu einer unendlichen Gruppe 

gehört. 

Die drei Gruppentypen (5) sind, wie aus Lie's Untersuchungen 
bekannt ist, die einzigen der einfachen Mannigfaltigkeit. 

Die Gleichung 5' — a'g = definirt die eingliedrigen Gruppen, 

welche mit der Gruppe -j^ oder x^ = x -{- a ähnlich sind. Die Glei- 
chung g" — ag' — a g = definirt die Gruppen, welche mit der Gruppe 
-j~, ^"5^ o^®^ a?! = aa? + ^ ähnlich sind. Endlich die Gleichung 
5'" — 2ag' — a'g = definirt solche Gruppen, welche mit der all- 
gemeinen projecti vischen Gruppe -t^, ^-J-y ^ ~r- ähnlich sind. 

Unsere Methode liefert uns demnach sämmtliche Gruppen der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit. A priori klar war diess allerdings keines- 
wegs und es müsste eigentlich untersucht werden, warum wir alle 
Gruppen erhalten haben. (Vgl. darüber das im letzten Theile der Ein- 
leitung gesagte.) 

8. Unterstichen wir jetrt, ob es uns mit Benutzung des Satzes 3, 
§ 1 Nr. 4 gelingt Integrale der Definitionsgleichungen (5) aufzustellen. 

Wir gehen die drei Fälle einzeln durch, stellen jedesmal die 
DifiPerentialgleichung (15) des § i auf und suchen ihre Integrale. 

1. Fall. Die Gleichung 
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zerfallt iD die beiden: 

dx ^' ^ ag ^ a« " 

Die einzige Losung derselben istle-", also ist Sc"« = coB8t. das 
Integral der Differentialgleichung |' — a' | =. 0. 

2. F<M. Die Gleichung 

zerlegt sich wie folgt: 

Man erhalt hieraus ein Integral der Gleichung $" — a§' — a'$' = 0, 
nämlich |' — a | = const. 

3. Fo?i. 
ergiebt : 

aa? ^' ^ as ^ ar ä;^~ 

^^ -I- }:' ^f .« n J: ^^ A. ^f n 



ar ' "* ar ' "^ ag" ^ a« 

Es findet sich ein Integral der Differentialgleichung |'" —2 « |' — «'g=0 



nämlich 



gr-Yr-«r' = const. 



Man verificirt in jedem einzelnen Falle leicht, dass man wirklich 
ein Integral der betreffenden Differentialgleichung vor sich hat. 

Hier wird der geeignete Ort sein, noch etwas näher auf die Inte- 
grationstheorie der Gleichung |'"— 2ag' — a'g = einzugehen,, üeber 
die beiden andern Definitionsgleichungen brauchen wir dagegen nichts 
weiter hinzuzufügen, da aus dem Gesagten schon hervorgeht, dass sie 
beide durch Quadraturen erledigt werden können. 

Wir denken uns also die Differentialgleichung 

(6) r — 2ar-a| = 

vorgelegt und für a irgend eine gegebene Function von x eingesetzt. 
Ein Integral der Gleichung (6) kennen wir zwar schon, nämlich 

11" - I 6'* - «I* - const., 

allein dasselbe bringt' uns zunächst weiter keinen Vortheil. 

Die Gruppe, welche durch (6) definirt wird, ist einfach, denn sie 
ist gleichzusammengesetzt und zugleich ähnlich mit der allgemeinen 



■i 
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projectivischeu Gruppe -||^ , ^ "H^ ' ^^~dx ^^^ einfachen Mannigfal- 
tigkeit. Die gesuchte Gruppe enthält daher oo' zweigliedrige Unter- 
gruppen , welche nach dem früheren durch Diflferentialgleichungen von 
der Form 

definirt werden. 

Wir wollen die allgemeine Definitionsgleichung dieser oo^ Unter- 
gruppen bestimmen. Zu dem Ende differentiiren wir die Gleichung 
r-/Sr — /S'S = nach x: 

und eliminiren sodann £": 

Diese Gleichung muss mit (6) übereinstimmen, es muss also ß der 
Differentialgleichung 
(7) ß'^^ß^^a 

genügen. 

Ist nun ß = ß{x, cc) die allgemeine Lösung dieser Gleichung, so 
definirt 5" — ß(x, a)|' — /3'(a?)g — (T die erwähnten oo* Untergruppen 
und ist zugleich offenbar ein Integral der Gleichung (6). 

Jetzt konnten wir mit Hülfe des Integrals |5" — yS'^ — a5^=const. 

noch ein weiteres Integral finden; es ist aber bequemer und kommt 
übrigens auf dasselbe hinaus^ wenn wir gleich von dem früher gefun- 
denen Integrale der Gleichung 5' — j85' — /S'S *= Gebrauch machen. 
Auf diese Weise erhalten wir ein Integral von (6) mit zwei willkür- 
lichen Constanten: 

I' — /S(ic, ä)5 = const. 

Die Integration dieser Gleichung erfordert anscheinend Quadratur, 
kann aber ohne Quadratur geleistet werden. Diess zeigen uns die 
folgenden Betrachtungen, welche wir aber nur kurz andeuten wollen, 
weil dieselben oder wenigstens ganz ähnliche schon mehrfach von Lie 
angewendet worden sind. 

In der dreigliedrigen Gruppe -J-, x -J-^ x^ -J- und ebenso in 

jeder mit ihr gleichzusammengesetzten haben zwei zweigliedrige Unter- 
gruppen stets eine eingliedrige gemein und, wie sich zeigen lässt, ist 
auch jede eingliedrige Untergruppe in zwei zweigliedrigen enthalten. 
Diese Bemerkung können wir hier verwerthen. 

Denken wir i\ns a und h in den beiden Gleichungen 

5' — j8(a?, a)5 = const., % — /J(a?, 6)g = const 
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als feste aber doch willkürlich gewählte Gonstanteii; so definiren diese 
beiden Gleichungen zusammengenommen die infinitisemale Transfor- 
mation, welche zwei bestimmten zweigliedrigen Untergruppen der ge- 
suchten Gruppe gemein ist. 

Wir bekommen daher für diese infinitesimale Transformation den 

Ausdruck: 

rQ\ ^ const. 

Lassen wir aber hierin a und b variiren, so erhalten wir alle infini- 
tesimalen Transformationen, welche zwei zweigliedrigen Untergruppen 
gemeinsam sind, also nach dem Obigen alle infinitesimalen Transfor- 
mationen der gesuchten, Gruppe. 

Die Gleichung (8) stellt mithin die allgemeine Lösung der Glei- 
chung (6) dar. Diess kann man übrigens auch direct yerificireu; indem 
man (8) differentiirt und vermittels der Gleichung (7), welcher ß(x, d) 
und ß{x, b) beide genügen, die Functionen ß und die Constante c 
eliminirt. 

Die Integration der Differentialgleichung 3. 0. (6) ist demnach 
unmittelbar durchführbar, wenn die Differentialgleichung 1. 0. (7) voll- 
ständig integrirt ist. 

9. Es wurde schon oben einmal (vgl. Nr. 7) beiläufig erwähnt, 
dass jede der drei Definitionsgleichungen 

eine unendliche Schaar von Gruppen definirt, welche unter einander 
ähnlich sind. Doch wurde diess damals geschlossen, indem wir uns 
auf Lie's Bestimmung der Gruppen in der einfachen Mannigfaltig- 
keit beriefen. Jetzt wollen wir auf diesen Punkt etwas näher ein- 
gehen. 

Sollen alle Gruppen, welche durch die Differentialgleichung 

(10) ?7(a,|)-ag = 

definirt werden, unter einander ähnlich sein, so ist es zunächst noth- 
wendig, dass jede Gruppe dieser Schaar bei Einführung einer neuen , 
Variabein x^ = F{po) an Stelle von x wieder in eine Gruppe der Schaar 
übergeht; ausserdem muss aber noch jede Gruppe der Schaar in jede 
andere übergeführt werden können. 

Machen wir in (10) die Substitution x^ = F(x) und entsprechend 
5, = i,F'(x)^ so erhalten wir eine Gleichung von der Form: 

n 

(11) ^iBi{a,F,F'...)l^^- 4^1,^0, 



WO gjW für — 2L. geschrieben ist. Soll nun jede Gruppe wieder in eine 

dxi 
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Gruppe der Schaar übergehen, so muss diese letzte Gleichung, wenn 
man ihre Coefficienten durch die neue Variable x^ ausdrückt, die Form 

I7(a,,l,)-<l, = 

erhalten können, unter «^ eine Function von x^ verstanden. Diese 
Forderung giebt eine oder mehrere Gleichungen zur Bestimmung von 
a, und «/ als Functionen von «, «', F, F\ . . . 

Sehen wir eu, wie sich die Sache hei den drei verschiedenen Defini- 
tionsgleichungen (9) gestaltet. 

Wir finden zunächst: 

Bilden wir unter Zugrundelegung dieser Formeln zu jeder der 
drei Differentialgleichungen (9) die entsprechende Gleichung (11) und 
verlangen, dass die drei auf diese Weise gefundenen Gleichungen be- 
züglich mit 

identisch werden, so erhalten wir Folgendes: 

1. FaU. 

' « I F' 
^i "^ 2^' "r 2^'j 

also, da <F' = -|^ ist: ^ 

(12) x, = F(x)j li = l^F'{x), a^=a + lF'+ const. 

In den beiden übrigen Fällen ergeben sich je zwei Gleichungen, 
von denen wir aber jedesmal nur die eine aufzustellen brauchen, weil 
die andere aus ihr durch Differentiation hervorgeht. Es wird im 
2. Falle: 

(13) x,^F{x), €i = Si^'(^), «,=^ + ^ 
und im 3. Faüe: 

(14) x,=F{x), i,=iF'(x), «, = ^ + ^ 

Verstehen wir hier unter F{x) eine willkürliche Function von x, 
so haben wir offenbar in jedem dieser drei Fälle eine unendliche Gruppe 
von endlichen Transformationen, welche die betreffende Differential- 
gleichung (9) invariant lassen. Die einzelnen Gruppen, welche eine 
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solche Differentialgleichung für die verschiedenen Werthe der Func- 
tionen a{x) definirt, werden dabei unter einander vertauscht. 

In jedem der drei Fälle können wir ferner für a eine beliebige 
Function a{x) und für a^ eine beliebige Function a, (o;,) setzen und 
erhalten dann jedesmal eine Differentialgleichung zur Bestimmung von 
F(x). Daraus schliessen wir, dass z. B. vermöge der unendlichen Gruppe 
(13) jede beliebige Gruppe 5' — «(^)S' — «'(^)l = in jede beliebige 
andere Gruppe g/' — a^ {x^)l^^ — «iC^i^Si = übergeführt werden 
kann und ebenso in den beiden übrigen Fällen. Diess aber war eben 
zu beweisen. 

Substituiren wir in (13) für a eine bestimmte Function a{x) und 
für a, dieselbe Function von a?, nämlich a(aj,), so bekommen wir für 
F die Differentialgleichung 

(15) «(«,)=^ + |i- 

Dieselbe definirt alle Transformationen x^=F{x), welche die Gleichung 
r — cc(x)i' — a{x)l^ = in g/' — a(^,)li' — cc\x^)^^ = verwan- 
deln. Es ist klar, dass alle Transformationen x^ es F{x) von dieser 
Beschaffenheit eine endliche Gruppe bilden. Dm die infinitesimalen 
Transformationen derselben zu finden, setzen wir aJi=jF(a;) =aj-j- 5 i^, 

dann wird 

a{x^) = a{x) + a{x)idt 

und aus (15) ergiebt sich für g die Differentialgleichung: 

(16) ^''^a{x)i' ^a{x)i = 0. 
Die Differentialgleichung 

S^ + "WÄ-«w(Ä-)'-<' 

definirt also die endlichen Gleichungen x^ = F(x) derjenigen Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen durch die Gleichung (16) defi- 
nirt werden. 

Ebenso erkennen wir, dass die Differentialgleichung 

^^-i (.^j)' + "W m- «(%) (^)' - 

die endlichen Gleichungen der Gruppe 

(17) r-2a(a;)r-a'(a:)5 = 

definirt. 

Auf das Verhältniss der Differentialgleichung g' — a (a?)g == zu 
der unendlichen Gruppe (12) wollen wir nicht eingehen; um nicht zu 
weitläufig zu werden. Dagegen wollen wir über die beiden Gruppen 
(13) und (14) noch eine kurze Bemerkung machen. 



1 
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Die Gleichungen dieser Gruppen ergaben sich oben ohne Inte- 
gration. Die Kenntniss dieser Gleichungen gestattet uns aber die in 
Nr. 8 aufgestellten Integrale der beiden Differentialgleichungen (16) 
und (17) ohne Integration zu finden. 

Wir werden den Beweis nur andeuten. Das Integral der Gleichung 
(17) zum Beispiel hatte die Form 

wo die Function links die unendliche Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen 

gestattet. Diese Function muss nun auch die unendliche Gruppe von 
endlichen Transformationen (14) gestatten und man muss daher aus 
den Gleichungen (14) mit Hinzunahme der Ausdrücke für £/§/' eine 
Gleichung von der Form 

liS."- I Si'*- «,S,*= II" - Y I'' - «I' 

erhalten^ wenn man q) und seine Differentialquotienten eliminirt. Diess 
ist auch wirklich der Fall. 

Ebenso erhält man aus (13) leicht: 

Damit sind die beiden Integrale in der That ohne Integration 
gefunden. 

§3. 
Allgemeine Entwickelungen für die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

10. Wir wenden uns dazu die Betrachtungen der Nummern 2 und 3 
des § 1 für die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit durchzuführen. 
Doch werden wir uns jetzt etwas kürzer fassen können. 

In den Variabein x^ . . . Xny a^ . , , ccm möge 

n m 

eine unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen darstellen. 
Unter den g)< verstehen wir dabei willkürliche Functionen von x^,.,Xn\ 
die Qx enthalten ausser a, . . . a^ noch die ipi nebst ihren Differential- 
quotienten bis zu einer gewissen Ordnung. Ausserdem setzen wir noch 
voraus ; dass die Functionen Qx keine willkürlichen Gonstanten ent- 
halten und daher vollständig bestimmt sind, wenn die tpi gegeben sind-, 



32 Friedrich Engel. 

endlich möge noch Q, =i . • . = Q^ = werden, wenn alle g),- ver- 
schwinden. 

Nehmen wir eine zweite infinitesimale Transformation der obigen 
Gruppe hinzu, etwa: 

n m 



••^••Il:+2^ö''(«^---- *«-'^- llr-)l^ . 




1*1 IX 



so muss auch 



m 



^<{aq>, + 6v.)|^+2(«OxKg>)+6Q,(«, <C))^ 



1 1 



der Gruppe angehören; die Coefficienten der-^-^ müssen daher unter 

den gemachten Voraussetzungen die Form Qx(a,a9) + 6^) erhalten 
können. Daraus schliessen wir^ dass die Functionen Q^ in den tpi 
und deren Differentialquotienten linear und homogen sind. 
Wie früher setzen wir zur Abkürzung 

Qx («i . . . «w, 9i • • • 9n, -^ ) = üx (a, 9)- 

Unter den infinitesimalen Transformationen 

n m 

1 1 

suchen wir nun diejenigen, welche das Gleichungensystem 

(2) «1 — a, (ic, . . , a?n) = . . . «,„ — «^ (a;, . . . x^ = 

invariant lassen. Der Inbegriff aller dieser Transformationen — wenn 
es überhaupt solche giebt — bildet dann, wie wir wissen, eine Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen. 

Soll das Gleichungensystem (2) die infinitesimalen Transformationen 
(1) gestatten, so müssen die Ausdrücke 

n 

1 * 

bei der Substitution a, =» ajc(x^ . , , Xn) verschwinden d. h. 9, . . . 9« 
müssen die m Differentialgleichungen 

n 

(3) üx(a, fp) — ^* «xiVt = (x = 1 . . . m) 

1 

befriedigen. In denselben ist für a« die Function axix^ . . . Xn) ein- 



i 
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zusetzen: «xi ist zur Abkürzung für ^-^ geschrieben. Nehmen wir 

einstweilen an, dass die Gleichungen ,(3) wirklich Lösungen besitzen. 
Setzen wir dann in (1) an Stelle von 9i . . . 9» die allgemeinsten Lö- 
sungen von (3) ein, so erhalten wir eine Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen in den Variabein iUj . . . a:«, ckj . . . «w 

Die Gleichungen (3) definiren aber auch eine Gruppe in den 
Variabein a;, ...a;« allein und diese letztere ist es, welche uns hier inter- 
essirt. Denn haben wir zwei Lösungensysteme q)^ , . . <pny tl)i . . . tn 
dieser Gleichungen, so ist offenbar auch 

ein Lösungensystem. 

Das System der Definitionsgleichungen 

n 

(3') U,(a,^)-^ia,,^i = (x = 1 . . . w) 

1 

gestattet nun die unendliche Gruppe der infinitesimalen Transformationen 



m 
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welche ausführlich geschrieben lauten: 

i ^jj^ät, 
1 ^ 

Um diess zu beweisen, erinnern wir zunächst daran, dass die Glei- 
chungen (3') bei der Substitution «^ =^ ax{x^ ... a?«) diejenigen unter 
den infinitesimalen Transformationen (1) definiren, welche das Gleichungen- 
system ttx — «xC^i • • • Xn) = invariant lassen. Geht nun dieses 
Gleichungen System bei Ausführung der Transformationen (4') über in 
««' — ccx (x( . . . Xn) = , so müssen die durch (3') definirten Trans- 
formationen sich in diejenigen Transformationen (1) verwandeln, welche 
das System der Gleichungen a^ — ct^ix^ . . . cd^^ «=» invariant lassen. 
Mit andern Worten die Gleichungen (3') nehmen vermöge der Trans- 
formationen (4') die Form an: 

üx («', r) -2' «i.g/ =0 (x = 1 . . . m). 

1 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Enop.i.. 3 
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Die bisherigen Resultate zusammenfassend können wir folgenden 
Satz aussprechen: 

Satz 4. Bestimmt der Außdruck 

n m 



2'^'^+2^'(«'^)^ 



1 1 



eine unendliche Gruppe von infmitesimalen Transformationen und be- 
deuten dabei die Ux Functionen von a^ . , . a^^ welche ausserdem linear 
und homogen von q>i * . . q)n M»d ihren Dijferentialguotienten abhängen; 
ist es ferner möglich für a^ . . . a^ solche Functionen von x^ . . , Xn zu 
wählen, dass die m Differentialgleichungen für |, ... 5«: 

n 

Z7,(a, I) — ^ ccxv^^ = (x = 1 . . . w) 

1 

ein integrables System bilden, so definirt dieses System eine Gruppe von 
infmitesimalen Transformationen in den Variabein a?, . . . a;» . Ueberdiess 
gestattet das betreffende System von Differentialgleichungen die unend- 
liche Gruppe von infinitesimalen Transformationen: 



n n ^ m 



1 • 1 1 -^ 1 "^ 

11. Während wir in der vorigen Nummer dem von Lie gegebenen 
Gedankengang folgten^ wollen • wir jetzt noch kurz bei meinem ur- 
sprünglichen Beweise des Satzes 4 verweilen. 

Dass die Gleichungen (3') eine Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen definiren, bewies ich folgendermassen. 

Die beiden infinitesimalen Transformationen 

n m 

11 
n m 

1*1 * 

werden mit einander combinirt. Die resultirende Transformation muss 
dann wieder der unendlichen Gruppe (1) angehören und daher die 
Form besitzen: 



n n . ^ Ä ^ m 



l 1 "^ "^ 1 

dabei wird unter £7« (a, g) -~- — ^ -^) der Ausdruck verstanden, 



I 

• 

1 
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an Stelle von tpi hervorgeht. Ferner möge noch -j^^^i^j v) ^^^ 
partiellen DiflFerentialquotienten von Ux (« , 9>) nach Xi bedeuten, soweit 
Xi in den q)j und den a» vorkommt, dagegen -^^ I7x(a, 9>) den Differen- 
tialquotienten nach Xiy soweit dasselbe in den (pj vorkommt, so dass 
also die Gleichung besteht: 

m 

Nach diesen Festsetzungen können wir den Ausdruck berechnen, 
welcher sich bei der besprochenen Gombination für Ux (a, 9 ^ — ^ ^) 
ergiebt. Es wird identisch: 






In etwas anderer Gestalt lautet diese Gleichung: 



p) 



''.(«.^ii-*if)-i?(^. 






^< 



öl^x («. 9) 






+-2^1 — ^ — (^^"' 9*) —2'"^' 9'') 



Subtrahiren wir endlich hiervon die Identität 



2-2{'^'^~*'^) 



= 2 j'" sIr (^ "••*■) - ♦' -&r{2 «■•''•) 



so kommt die identische Gleichung: 
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(5') 



n 



d% , dg>^ 



''.(«.»S-*l?)-^«"2(^'iS--*'-ilr) 

n ^ n 



+ 






d 



Die Gleichung (5') zeigt es klar, dass das System von Differen- 
tialgleichungen (3') ein System von Definitionsgleichungen darstellt. 
Ein weiteres Eingehen hierauf dürfte überflüssig sein. 

Noch bleibt zu zeigen, dass das System (3') die infinitesimalen 
Transformationen (4) gestattet. Um diess zu beweisen, ertheilen wir 
den Variabein a;,-, ^ und «x die Incremente: 

und haben nun das entsprechende Increment von Uxicc, S) — ^^xi^i 
zu berechnen. 
Setzen wir 

Q^H h»« ^ o/v • ^ 

_ ri ^ »„ «» ^» ' 



'n 



so gilt die allgemeine Formel: 

bei deren sehr einfachem Beweise wir uns nicht aufhalten wollen. 
Aus der Gleichung 

n 

^"* — X^ ^^* ^^» *^ ^ 

1 

ergiebt sich ausserdem für das Increment von a«, der Ausdruck: 

*«xy d TT r \ "^ ^^^ 



^* "* a«, *^ ' ^^ .^ '''^ aa:^ 



t 
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Nunmehr können wir das gewünschte Increment berechnen. Da 
I7x(«; S) iii den S ^^^ deren Differentialquotienten linear und homogen 
ist) erhalten wir: 



m n n 

1 ' 11* 



n 



^"Pn 



Hieraus aber ergiebt sich durch Benutzung der Identität (5) die ein- 
fache Formel: 



(6) Ä 






Diese Gleichung sagt eben aus^ dass das System der Gleichungen 
(3') die infinitesimalen Transformationen (4) gestattet. 

12. Ein System, welches aus Differentialgleichungen s*®' und 
niedrigerer Ordnung besteht, ist unbeschränkt integrabel^ wenn es bei 
ein- und mehrmaliger Differentiation und nachheriger Combination der 
erhaltenen Gleichungen keine neue Differentialgleichung von s^^^ oder 
geringerer Ordnung ergiebt, 

Ist ein vorgelegtes System von Differentialgleichungen nicht unbe- 
schrankt integrabel, so müssen vermittels der angedeuteten Opera- 
tionen neue Differentialgleichungen hinzugefügt werden, bis es schliess- 
lich zu einem unbeschränkt integrablen Systeme vervollständigt ist; 
erst wenn diess geschehen, kann man die eigentliche Untersuchung 
des Systems beginnen. Wir wollen uns deshalb die Definitions- 
gleichungen einer Gruppe immer in der Gestalt eines unbeschränkt 
integrablen Systems vorgelegt denken. 

Im Allgemeinen wird natürlich das System 

n 

(7) O'x(a,|)-2««-5' = "(x«!...»»), 

1 

welches etwa Differentialquotienten von den | bis zur s**" Ordnung 
enthalten möge, nicht unbeschränkt integrabel sein, so lange unter 
«1 . . . «iw vollkommen willkürliche Functionen von a?, . . . a?« verstanden 
werden. Durch Differentiation und Combination ergeben sich vielmehr 
in den meisten Fällen neue Gleichungen s^^ und niedrigerer Ordnung. 
Wenn wir aber verlangen, dass unser System (7) unbeschränkt integrabel 
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ist; müssen diese neuen Gleichungen eine Folge des Systems (7) werden ; 
sie müssen somit ^identisch bestehen, wenn vermittels der Gleichungen 

(7) irgend m von den Grössen &, q ~ * ' * eliminirt werden. In den 
Gleichungen, welche wir nach Ausführung dieser Elimination erhalten, 

müssen daher die Coefficienten aller noch vorkommenden £,, ^ * • • • 

verschwinden. 

Diess giebt eine Anzahl Relationen zwischen den a^ und ihren 
Dififerentialquotienten : 

(8) Xxicc^ ' ^ ' CCm, «11, «12 . . . «11, . . .) = (x = 1,2 . . .). 

Solcher Relationen denken wir uns gerade so viele aufgestellt, dass 
sie ein unbeschränkt integrables System bilden, vermöge dessen das 
System (7) unbeschränkt integrabel ist. Vorausgesetzt wird dabei 
freilich, dass diess überhaupt möglich ist. 

Die Differentialgleichungen (8) definiren alle Functionen «i . . . «„ 
der Yariabeln x^ . . , Xny welche in (7) eingesetzt ein unbeschränkt 
integrables System ergeben; die Gleichungen (8) sind daher die Inte- 
grabilitätsbedingungen des Systems (7). 

Es liegt äusserst nahe zu vermuthen, dass die Integrabilitäts- 
bedingungen (8) bei den infinitesimalen Transformationen 

n m 

■df , '^ TT /„ „N df 



(9) Z'^'-it+^^''^"'''>^ 



invariant bleiben, ebenso wie das System (7) bei den infinitesimalen 
Transformationen 



n n fi ^ m 



Wir werden einen Beweis dafür, dass diess wirklich der Fall ist, 
wenigstens andeuten. 

Zunächst steht fest, dass ein unbeschränkt integrables System von 
Differentialgleichungen bei jeder Variabeinänderung in ein ebensolches 
System übergeht. Führen .wir daher in (7) die neuen Variabein 

Xi = <Oi{Xi . . , Xn), h =^ ^»"ä^ (i=l . . .n) 

ein und bilden sodann aus den erhaltenen Differentialgleichungen in 
derselben Weise wie oben die Integrabilitätsbedingungen , so erhalten 
wir ein unbeschränkt integrables System von Differentialgleichungen 
für «!•..«,„ und dieses System muss bei Wiedereinführung der 
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ursprüuglichen Variabein Xi mit den Integrabilitätsbedingungen (8) 
algebraisch äquivalent sein. 

Wir führen jetzt in die Gleichungen (7) die neuen Variabein 

Xi = Xi + tpi dt, li = g. +^ Sr -^ • *^ (i = 1 . . . w) 

1 * 

ein. Definiren wir ausserdem noch die Functionen äx durch die Gleichungen 

äx s= a« -f- üx («> 9) ^^ (x = 1 . . . m) 

und erinnern uns daran y dass das System (7) die infinitesimalen Trans- 
formationen (10) gestattet, so erkennen wir, dass dieses System in 
den neuen Variabein die Gestalt 

n 

Ujc (ä, I) — ^ än^lv =0 (x = 1 . . . w) 

Die neuen Integrabilitätsbedingungen werden daher: 
Xx (äi . . . ämy «11 . . . «111 . . .) = (x = 1, 2 . . .) 
oder bei der Bückkehr zu den alten Variabein: 

X»i^i • • • «m, «11 • • 0+ ^JtxC«! •••««», «II • ' •) *^ = 0. 

Dieselben müssen nach dem Obigen mit dem Systeme der Gleichungen 
X^ = algebraisch äquivalent sein, es müssen also alle Ausdrücke 



dt 



X»\^i • • • ^w; ^11 • • •/ 



vermöge j^^ = 0, ^^s=: . . , verschwinden. Das heisst aber nichts 
anderes, als dass die Integrabilitätsbedingungen (8) die infinitesimalen 
Transformationen (9) gestatten und das wurde eben behauptet. 
Die Differentialgleichungen 



(11) 



n 



Uk(^9 S) — ^^ «x» Ir = (x = 1 . . . m) 

1 
Xi{a^ . . . «,«, «11 . . .) — 0* = 1, 2 . . .) 



bilden demnach zusammengenommen ein unbeschränkt integrables Systefn, 
welches die unendliche Gruppe (10) gestattet. Dieses System defmirt 
eine unendliche Schaar von Gruppen y denn jedes System von Functionen 
«X; welches die Gleichungen Xf'^O befriedigt, ergiebt, wie wir wissen, 
in (11) eingesetzt die Definitionsgleichungen einer Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen. 

Interpretiren wir die Gleichungen (11) im Baume der Variabein 
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Xiy g,-, -^^ • • •, «xj «xr • •, so erhalten wir eine Mannigfaltigkeit, 

welche bei den infinitesimalen Transformationen (10) invariant bleibt, 
vorausgesetzt, dass dieselben durch Mitnahme der Differentialquotienten 

* , «xv • • erweitert worden sind. Die Punkte der betreffenden 



ox^ 



• • • 



Mannigfaltigkeit werden dagegen unter einander vertauscht und es 
kann dabei vorkommen, dass sich diese Punkte in Schäaren von 
unendlich vielen einzeln invarianten Mannigfaltigkeiten anordnen. 

Analytisch ausgesprochen heisst diess: es ist denkbar, dass man 
zu den Differentialgleichungen (11) noch eine oder mehrere Differen- 
tialgleichungen s*" oder niedrigerer Ordnung 

^ V'> ^'^ -d^ ' "ä^TäST • • • «x> «-• • • j - const. 

hinzufügen kann, derart, dass alles zusammengenommen ein System 
von Differentialgleichungen bildet, welches bei der unendUchen Gruppe 

(10) invariant bleibt. 

Erinnern wir uns der analogen Entwickelungen , welche wir in 
§ 1 Nr. 4 für die einfache Mannigfaltigkeit gegeben haben, so kommen 
wir sofort auf den Gedanken, dass jede solche Gleichung Q = const. 
ein Integral des Systems (11^ ist. Allein die Beweismethode, deren 
wir uns an dem angeführten Orte bedient haben, lässt uns hier im 
Stich; sie reicht nicht aus, um zu zeigen, dass Q «= const. wirklich 
ein Integral ist. Man wird diess sofort sehen, wenn man die doiiigen 
Formeln verallgemeinert, was gar keine Schwierigkeit hat. 

Einen Beweis für die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Ver- 
muthung zu finden, ist mir noch nicht gelungen. Doch will ich nicht 
unterlassen zu bemerken, dass in allen Beispielen, welche ich durch- 
gerechnet habe, die Gleichungen Q = const. Integrale des Systems 

(11) sind. — 

Noch wollen wir eines ümstandes kurz Erwähnung thun, den 
wir am Schlüsse von § 1 für die einfache Mannigfaltigkeit etwas aus- 
führlicher besprochen haben. Es ist diess die Thatsache, dass es auf 
die Differentialgleichungen (3') keinen wesentlichen Einfluss hat, wenn 
man in die unendliche Gruppe (1) an Stelle von a^ , . , a^ die neuen 
Variabein 

(12) alc = Ox(ai ...«»») + Äx(^i . . . ÄJn) (x = 1 . . . wi) 

einführt, unter den oJx und jtx willkürliche Functionen ihrer Argu- 
mente verstanden. Diess auch hier ausführlich zu beweisen, dürfte 
kaum nöthig sein. Doch musste die Sache erwähnt werden, weil wir 
in den nächsten Paragraphen die unendliche Gruppe (1) immer durch 



i 
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eine Transformation von' der Form (12) auf eine möglichst einfache 
Gestalt gebracht denken. In den betreffenden Fällen sind übrigens die 
Functionen nx immer gleich Null. 

§4. 

Einige Specialnntersachimgen für die n-fach ausgedehnte 

Hwnlgfaltigkelt. 

13. Zuerst werden wir solche unendliche Gruppen 



m 



df 



2'p<^+2^''('^''p)t-1 



betrachten^ bei welchen in den üx nur Differentialquotienten erster Ord- 
nung der q)i vorkommen. Der Einfachheit wegen wollen wir noch 
voraussetzen, dass q)^ . . . (pn selbst nicht auftreten. 

Verstehen wir unter den ^,x/* infinitesimale Transformationen in 
a^ ... am allein^ so können wir die betreffenden Gruppen schreiben: 



(>) 



^f-±"^'4k+±'±-^'-fU 



X 



Durch Combination mit 

n 



^f-S*'4t+2'2-^'-f^ 



erhalten wir daher die infinitesimale Transformation 



(2) 



n n 



[(xr)-2,2(..||--».-|r^)^ + 



1 1 

n % n 

1 1 1 

n n n n 



"f (''' 1^ 



d*% 



»^«'k 



- H', 



S'Vi 



dXy dos 



•V v^^ 



)+ 



+2''222-(^.-.^.)|£4^- 



1111 



Diese Transformation muss aber wieder der Gruppe (1) angehören 
und in Folge dessen auf die Form 



(3) 



(xr)-i!:§.(,.||.-*.|^),^+ 



n n n 




+ ;>.' 



» ^F 



Aixf 



1 1 1 
gebracht werden können. 



dx^ 



\^^ 



dx. 
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Vergleichen wir beide Ausdrücke mit einander^ so bemerken wir, 
dass eine ganze Reihe Glieder sich ohne Weiteres weghebt. Die "Ver- 
gleichung der übrig bleibenden Ausdrücke wird aber dadurch erschwert, 
dass in (3) drei Summenzeichen stehen, in (2) dagegen vier. 

Diesem Uebelstande können wir abhelfen; indem wir auch in (3) 
vier Summenzeichen einführen. Setzen wir nämlich fest, dass f,^ den 
Werth 1 hat, während 6^, immer verschwindet, sobald (i und v von 
einander verschieden sind, so können wir das betreffende Glied von 
(3) in der Form 

1111 ^ T 

darstellen oder noch anders: 

4 

» « » n ^ ^ 

2222' (*"^'"' - ""•' ^'») 1I7 -dt ' 

1111 XV 

Nunmehr können wir die Vergleichung mit dem entsprechenden 
Ausdruck in (2) wirklich durchführen. Beachten wir dabei, dass die 
q)i und tl^i vollkommen willkürlich sind und dass jedes Product 

d ff' d'fp 

g ' ^ ^ unter den vier Summen nur ein einziges Mal vorkommt, so 

finden wir die Relationen: 

Es lässt sich a priori einsehen, dass die eben erhaltenen Werthe 
der Ausdrücke {Ai^Af^^) die Jacobi'sche Identität 

befriedigen. Denken wir uns nämlich aus den drei infinitesimalen 
Transformationen X f, Tf und 

1 11 

den Ausdruck 

(6) ({XY)Z) + {i,YZ)X) + ({ZX)Y), 

welcher identisch verschwinden muss, gebildet, so erkennen wir, dass 
derselbe nur vermöge der Gleichungen (5) verschwindet. 

Beachten wir aber weiter, dass z. B. (X Y) vermöge (4) die 
Form (3) erhält und dass sich ((Z Y) Z) in ähnlicher Weise ausdrückt, 
so sehen wir, dass der Ausdruck (6) auch vermöge (4) identisch ver- 
schwindet, was nach dem Vorangehenden nur möglich ist, wenn die 
Gleichungen (5) eine Folge von (4) sind. 
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Daraus folgt (vgl. Ein!. F), dass die n^ infinitesimalen Transforma- 
tionen ^,« /* eine endliche Gruppe erzeugen, deren Zusammensetzung 
durch die Relationen (4) bestimmt ist. Dass es übrigens Gruppen 
giebt; welche die Relationen (4) befriedigen, hätten wir in dem vor- 
liegenden einfachen Falle kürzer erkennen können. Setzen wir näm- 

lieh -4,x /* = — Xi -^^— , so werden die Gleichungen (4) erfüllt und 

wir finden daher, dass die infinitesimalen Transformationen Äi^f eine 

mit der Gruppe ^i-^^ isomorphe Gruppe erzeugen müssen. Die 

Gruppe Xi -^-^ aber enthält v? Parameter und ist die allgemeine lineare 

homogene Gruppe der n-fach ausgedehnten Maniiigfaltigkeit; die end- 
lichen Gleichungen dieser Gruppe sind: 



n 



Xi = ^^ ClinXjc (i = 1 . . . W). 

1 

Die Gruppe der Ainf ist mit der Gruppe Xi -^-^ entweder holoedrisch 

oder meroedrisch isomorph. Den Fall des holoedrischen Isomorphis- 
mus wollen wir bei Seite lassen, da seine Behandlung zu weitläufig 
werden möchte. Dagegen wollen wir diejenigen Gruppen bestimmen^ 

welche mit der Gruppe Xi~^^ meroedrisch isomorph sind und dabei 
die geringste mögliche Anmhl von Variabein enthalten. 

Die allgemeine lineare homogene Gruppe ir<"g^ enthält nur die 
beiden invarianten Untergruppen 

Nach dem in der Einleitung unter F gesagten findet man daher auch 
nur zwei verschiedene Arten von Gruppen Ainf, welche mit der Gruppe 

Xi -j^ meroedrisch isomorph sind. Zwischen den infinitesimalen 

Transformationen Ai^cf dieser beiden Arten von Gruppen bestehen 
bezüglich folgende Relationen: 

Ain=0{i=\=x), A^,=A,^ = Ann', ^hH \'Ann = 0. 

Im ersten Falle bleibt also überhaupt nur eine einzige infinitesi- 
male Transformation übrig; die einfachste Gruppe ergiebt sich, wenn 
eine einzige Variable a transformirt wird. Man kann dann setzen 

A ^. . .^ A IL 

und erhält so folgende Form der unendlichen Gruppe. (1): 
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S'^'S: +2 



^"Pi df 

dXi da 
1 ' i 



und daraus bekommt man die Definitionsgleichung: 

^^ dx^^ ^ dx^ dXi 5« dx^ ^^ ^• 



Diese Differentialgleichung^ in welcher a als ganz beliebige Func^ 
tion von a;| . . . a?» zu betrachten ist, definirt eine Schaar von unend- 
lichen Gruppen, welche unter einander ähnlich siud (vgl. Chr. Videnskabss. 
Forh. 1883, Nr. 12, pag. 18 ff., wo Lie diess für zwei Variabein x und 
y beweist). Setzt man in (7) speciell a = 0, so kommt man auf die 
unendliche Gruppe, welche alle Volumina des Baumes x^ . , , Xn in- 
variant lässt. 

Den zweiten Fall wollen wir nur andeutungsweise behandeln. Von 
den n^ infinitesimalen Transformationen Aix sind da nur n^ — 1 unab- 
hängig, etwa: 

Es zeigt sich, dass diese (n^ — l)gliedrige Gruppe mit der allgemeinen 
projecti vischen Gruppe 

(8) -U-^yi^f^Vi^^yj^ (i,x=i...n~i) 



der (n — l)fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit y^ ... . y,,_i gleich- 
zusammengesetzt ist. Berücksichtigt man aber einen Satz von Lie 
(Ann. Bd. XXV pag. 132), so erkennt man, dass es in weniger als 
n — 1 Variabein keine (n^ — l)gliedrige Gruppe von dieser Zusam- 
mensetzung giebt, während dagegen in n — 1 Variabein alle derartigen 
Gruppen mit der Gruppe (8) ähnlich sind. Bei der näheren Unter- 
suchung ergiebt sich, dass die Gruppe ^,„(i=|=«), -4,, . . . -4«_i,»_i 
in w — 1 Variabein «j . . . a„_i auf zwei wesentlich verschiedene Weisen 
die Form (8) erhalten kann; entweder nämlich ist: 

n—l 

oder es ist: 

Für Ann ergeben sich dabei bezüglich die Werthe: 
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Die zwei uBeiidlichen Gruppen (1)^ welche diesen beiden Möglich- 
keiten entsprechen^ sind: 



n n— 1 _ n— 1 n- 

1 • 1 1 1 




d(Pi 



dx^ * da- 



1 

n— 1 



dq> 



n— 1 



25 ^9»« 'V ^/ 



a/" ^% 



n— l 



^iC. 




*a. 



a/' 

da, ' 



^ ^* dx. ^ dx. da. ^^ dx, dx, ^ 
1 1*11* 



1 

n— 1 



+2 



1 1 



*^c^ + 






«— 1 




*«x 



df 

da. 



Hieraus bekommt man endlich die beiden Systeme von Definitions- 
gleichungen 



(9) 



dx. ' 




*a. 







+ 








r «i>Sr = 



(i = 1 . . . w — 1), 



(10) 



n-1 






-«••(fe+^^«''lfc)+2'^«'>^^== 







(i = 1 . . . w — 1) . 



Die Gleichungen (9) definiren die unendliche Gruppe aller infinitesi- 
malen Transformatiiyien, welche das Pf äff 'sehe Gleichungensystem 

dXi — ai dXn = (i = 1 . . . n — 1) 

invariant lassen. Die Gleichungen (10) definiren die unendliche Gruppe 
aller infinitesimalen Transformationen, welche die Pf äff 'sehe Gleichung 

«—1 



^^« + xf "« ^^i = 



invariant lassen. 

14. Jetzt eur Betrachtung solcher Gruppen 



m 



2?<^'-^ +2 ^« («' ^) -// . 
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in welchen die JJn Differentialquotienten 1. wnd 2. Ordnung der q)i 
enthalten^ wahrend die q>i selbst nicht darin vorkommen. 

Wir schreiben diese infinitesimalen Transformationen in der Form : 

1 * 1 1 111 * •' 

Dabei verstehen wir unter den ^^xjT und -^j^^jT infinitesimale Trans- 
formationen in den Variabein a^ . . . Om allein und setzen ausserdem 
fest, dass Äixjf gleich Aijxf sein soll, dass also jeder DiflFerential- 

quotient ^ — ^ — mit dem Factor 2 -4, x^/* auftritt, sobald x nnd j von 

einander verschieden sind. 

Combiniren wir nun die infinitesimale Transformation 



2 *■ ^ +22 ^-f^ +222 ^-'f^., 

1 * 1 1 * 1 1 1 "^ ^ 



mit der obigen, so müssen wir bekommen: 



n n 



(12) 



d'^i 



^'Pi\ df 



22{^'^-*-^M+ 



1 1 
n n n 



+222^-rA{'''^.-*-^)+ 



111 
n n n n 



d% 



\+2222^-'fTiü,{^-^-*-^)- 

1111 ^ J \ ^ ^ / 

Durch directe Gombination kommt ein anderer Ausdruck , welcher 
mit dem eben geschriebenen identisch sein muss. ^rgleichen wir beide, 
so fallt uns zunächst auf, dass alle Glieder, in welchen q)r oder V'y 
selbst vorkommen, sich wegheben. Femer ergiebt sich wie in der 
vorigen Nummer 

endlich schliessen wir noch, dass stets 

ist, denn in (12) kommt ein Glied von der Form 



a«9< a>, 



^*V< ^*qp 



dx^dxj dsb^dx^ dx^dxj dx^dx^ 



nicht vor. 
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Was übrig bleibt, ist die Gleichung: 



(13) 



n n n n n 

11111 



'^ 21u ^ ^ ^ ^*\dx^ dx^dxj dx^ dx^dxj "T" aa;^ dx^dx^ 

aajy aa!,aa;, \dx^ dx^dxj dx^ ^^x'^^j/j 

Um hier die Vergleichung zu erleichtern^ fuhren wir wieder die Grössen 
Site ein und können so die rechte Seite von (13) in etwas veränderter 
Gestalt folgendermassen schreiben: 



(14) 



222'22' { «*' ^z"« « + «<« ^M r « — 

11111 






Ueber den Ausdruck (14) bemerken wir^ dass jedes Glied 

a9< a*^^ a^^ a'y^ 

aa?^ dx^ dx^ dXjf dx^ dx^^ ' 

wenn v und sr verschieden sind, zweimal vorkommt aber beide Male 
mit demselben Factor; dagegen kommt das Glied nur einmal vor, wenn 
V und n gleich sind. Dieselbe Bemerkung lässt sich über die linke 
Seite von (13) machen. Da nun die (pi und ^t vollkommen willkür- 
lich sind, finden wir aus (13) und (14) die Formel 

welche allgemein gilt; gleichgültig, ob v und n verschieden oder 
einander gleich sind. 

Die infinitesimalen Transformationen Ai^f, Äi^jf müssen demnach 
folgende Relationen befriedigen: 

/•|t\ jiAixAftp) = €iyAf^x — €f^xAiify {Aixj Af^^fg) = 

\\AixAfi^jt)^=^ ^itAf^xn "T" ^inAfi^ft — BxfiAip„, 

Auf Grund solcher Ueberlegungen , wie wir sie in der vorigen Nummer 
durchgeführt haben, ist es hier a priori klar, dass die Relationen (15) 
die Jacobi'sche Identität befriedigen und dasB es daher Gruppen giebt, 
welche die Zusammensetzung (15) haben. 

Ebenso wie in der vorigen Nummer handelt es sich auch jetzt 
wieder darum^ in den Yariabeln a^ . , , a^ Gruppen aufzustellen^ welche 
die Zusammensetzung (15) oder eine damit meroedrisch isomorphe 
Zusammensetzung besitzen. 
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Die einfachsten Gruppen von • dieser Beschaffenheit werden wir 
später (§ 5) wenigstens für die Ebene vollständig aufstellen. Dagegen 
wollen wir jetzt noch in voller Allgemeinheit das Problem behandeln, 
die Zusammensetzungen aller Gruppen zu bestimmen, welche mit der 
Zusammensetzung (15) meroedrisch isomorph sind. Wie schon früher 
bemerkt (vgl. Einh F), müssen wir dazu erst die invarianten Unter- 
gruppen der Gruppe Aixf, Ai^jf von der Zusammensetzung (15) 
aufstellen. 

15. Zuvörderst werden wir diejenigen invarianten Untergruppen 
der Gruppe -4,x/*, Ai^jf von vornherein ausschliessen , welche alle 
Transformationen Ai^jf enthalten. Diese Untergruppen würden näm- 
lich oflFenbar nur solche meroedrisch isomorphe Gruppen liefern, welche 
wir schon in Nr. 13 bestimmt haben. 

Enthält ferner eine invariante Untergruppe Transformationen von 
der Form 



n n n 



11 1 1 a 

und verschwinden nicht alle a,x; so müssen offenbar alle auftretenden 
Ausdrücke ZEai^Ai^ in der Gruppe der Ai^ eine invariante Untergruppe 
bilden. Diese Ausdrücke besitzen daher eine der beiden Formen 

ylu + • • • + Ann\ Ai^ , Au — Axx (i =1= x) , 

wenn nicht etwa alle n^ Aix vorhanden sind. 

In jedem dieser drei Fälle giebt es eine oder mehrere Transforma- 
tionen, von der Form 

n H n fi 

S ^S* "«■ ^ii + ^ ^ 2 ^' ßi^fjAi^j , 
1 111 

also enthält die invariante Untergruppe auch die folgenden Trans- 
formationen : 

(o, Afivn) = (Ofy "T f^it — ^ii) AftVTf 

Da man aber in jedem der drei Fälle die Factoren Ufi, a^, a^ so 
wählen kann, dass der Ausdruck a^ -\- an — «^ nicht verschwindet, 
giebt es in der invarianten Untergruppe die Transformation ^^v^ und, 
da fiy Vy SS willkürlich sind, überhaupt alle diese Transformationen. 
Solche Untergruppen gehören aber in die Reihe der ausgeschlossenen. 

Uebrig bleibet^ also nur diejenigen invarianten Untergruppen, deren 
Transformationen aus den Af^tn allein gebildet sind. 

Es sei 



n 



(^6) yiy}yf^MfnAf,yn 



111 
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eine Transformation einer Gruppe von dieser Art. Indem wir zweimal 
hintereinander mit A^^ combiniren, erhalten wir die folgenden beiden 
infinitesimalen Transformationen , welche ebenfalls der invarianten 
Untergruppe angehören: 

n n n n 

11 11 



n n 




2^f'^''af,inA^i„ + 2^tiaftiiAf,u — 4^'taii„An^ + 
11 1 1 

n n 

+ ^^^«ly;r^lr7f 
1 1 

Durch Subtraction der oberen Transformation von der unteren 
finden wir von dem Factor 2 abgesehen: 

** * w » 

'^^^ CCivrtAiyn +^ «/ull^/ill — 2^ (XimAiin 
11 1 1 

oder zusammengezogen: 

n n n 

y^^ai^^Aiy^ +^ «iuii A^ii 

2 2 2 

und durch abermalige Combination mit\^|,: 

n n n 

2 2 2 

Folglich enthält unsere Untergruppe auch die Transformationen: 




» M n 



2 2 2 

Bei Combination mit -4.22 ©^giebt sich 

n 

^211-^211» 2^Tt ai%jtAi2n 

2 

und endlich bei Combination des letzten Ausdrucks mit ^33 

£s ist klar, dass man auf diese Weise überhaupt alle Glieder 
cc^ivnA^^gg herleiten kann, in welchen (i weder gleich v noch gleich jc ist. 

Griebt es daher in einer der gesuchten invarianten Untergruppen 
eine Transformation (16), in welcher nicht alle a^tn{v,jc^ ft) gleich 

EVOBL. ^ 
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Ntül sind, so kommt in dieser Untergruppe jedenfalls eine Transforma- 
tion Afipft {Vj JT^ft) vor und wir behaupten alle. 

Zunächst sei die Zahl w, welche wir nebenbei bemerkt immer 
mindestens gleich 2 voraussetzen, grösser als 2 und in dem vorhan- 
denen Äfivn sei auch v=\=7C, nennen wir es etwa -4,23- Wir bilden: 

und setzen darin i = 3, x = 2; dabei ergiebt sich -4,,2, welches eben- 
falls der invarianten Untergruppe angehört. Unter allen Umständen 
können wir daher voraussetzen, dass in dem auftretenden Af^^^c v gleich 
Tt ist; wir nennen es deshalb A^^i ^"^ brauchen nunmehr auch die 
Beschränkung w > 2 nicht aufrecht zu erhalten. 
Nun gehört mit ^,22 auch die Transformation 

der invarianten Untergruppe an. Wählen wir daher x = 1, t^2, so 
bekommen wir alle ^,-22(i<2); ferner ergiebt x> l, i = 2 alle 
^i2x(ä > 1) und, da wir alle ^,22 (^^2) haben, erhalten wir über- 
haupt alle -4,-2jc {i^^7 ^^2). Wie wir oben -4,22 aus -4,23 herleiteten, 

können wir jetzt aus -4,-2x alle 4; jfx (i^^) herleiten. Endlich liefert uns 
noch die Gleichung: 

{Airt , Af,yv) = 2 €iy Af,yx — ^xfi Aivy (ft ^ v) 

bei der Substitution i = v, x ^ ft alle ^^»x (f* ^ v, x), wie wir be- 
hauptet hatten; überdiess aber erhalten wir bei der Substitution i=v, 
K = ii noch: 

Man kann unmittelbar veriiiciren, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen 

(17) A^vTt, Af,f,f, — 2Ayyf, (v, 7t '^(i) 

eine invariante Untergruppe vou der gesuchten Art bilden. Gäbe es 
nun eine invariant»e Untergruppe, in welcher alle Transformationen 
(17) und ausserdem noch andere vorhanden wären, so müsste dieselbe 
eine Transformation 

n 
1 

I 

enthalten, wo nicht alle y^ verschwänden. Wäre hier etwa y, =|=^^ 
so erhielte man durch üombination mit A^^ sofort -4,^1, also träten 
alle Aft/u 1 auf und , weil 

(^i^ A^f, ) == Af,ufi — Ai^x (fi > 1) 
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ist, enthielte die Gruppe alle Afif^f^, u. s. w. kurz überhaupt alle A^»^, 
was ausgeschlossen ist. 

Jetzt sind noch di^enigeti invarianten Untergruppen zu bestimmen, 
welche nur solche Transformationen (16) enthalten » in denen alle 

iXftvrt(v, TC^fi) gleich Null sind. Jede Transformation einer solchen 

Gruppe hat die Form: 

I« n 
11 

Durch Combination mit A^x bekommen wir 



n n 




XXJt -^XMJt 




1 1 

oder zusammengezogen: 

n 

J* ^/u/ux -^/ti/ux • 
1 

Die Combination mit -4,x(^^^) ergiebt: 
da aber Aixx nicht vorkommt, muss 

^iix *= ^xxx '^ ^x 

werden. Die ccx dürfei;i offenbar nicht alle verschwinden, also enthält 
unsere Untergruppe sicher eine Transformation von der Form 



xx> 




^ Afifuji] 



bilden wir jetzt noch (x^jr): 



( Ann, ^ 



-^fifiTt ] — ^nxjt "T y^l*" -^MfiK ^nxn > 




so erkennen wir, dass unsere Untergruppe die n Transformationen 

(18) ^l Af,f,^ (i/ = 1 . . . w) 

1 

enthält. Mehr kann sie nach dem Vorhergehenden nicht enthalten* 
Wirklich bestätigt man leicht, dass die infinitesimalen Transforma- 
tionen (18) eine invariante Untergruppe bilden. 

Damit sind alle invarianten Untergruppen gefunden, welche nicht 
zu den ausgeschlosseneu gehören; es sind nur die zwei (17) und (18). 
Deshalb erhalten wir av>ch nur zwei Arten von Gruppen^ welche eine 

4» 
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mit (15) meroedrisch isomorphe Zusammensetmng haben. Die erste 
Art ist durch die Gleichungen 

(19) A^rn = 0, A^^f, — 2A^r^ = (i/, 3r =|= |[i) 

charakterisirty die zweite durch die Gleichu/ngen 

(20) Ann + A22a + • ' • + ^nnft =fe (ä = 1 . . . w) . 

Die einfachsten Gruppen , welche diesen Zusammensetzungen ent- 
sprechen, wollen wir, wie gesagt, nur für die Ebene vollständig auf- 
stellen (vgl. § 5), doch soU wenigstens der Fall (19) allgemein behandelt 
werden. 

Von den infinitesimalen Transformationen Af^^jt sind da nur n 
unabhängig, etwa J.,,j . . . Annn und es bestehen nach (15) die Glei- 
chungen 

Da wir Ainn'=^ ^i^Äjtjtjt setzen können, wird: 

woraus sich bei näherer Betrachtung der beiden Fälle x =[= n und 
X = 7t die Formel 

ergiebt. 

Der einfachste Fall ist nun der, dass die Zahl m der Variabein a 
gleich n und dass die t»-gliedrige Gruppe A^^^ . . . A^nn transitiv ist. 
Wir können dann die Yariabeln aj . . . a„ so wählen , dass 

Annn = 2 Ay^ == -^ (ä = 1 . . . w) 

wird. Aus den Gleichungen 



I y^,* Aiij Annn 1 — Annn 



erhalten wir nunmehr 



i?-^'--i;' («*+«') i^ 



oder, indem wir die «< + d als neue «,- einführen: 



1 
Auf der andern Seite kommt: 



2iA,-s— J.,^ 



A ,,jL + -2,H...M., 
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da aber (^,«, S) = ist, müssen alle hixp verschwinden und es wird 
einfach 



Äin «= — CCi 



df 



Die betrefifende unendliche Gruppe (1) hat die Form: 



sie liefert die Definitionsgleichungen: 



Ö'fr 



w 2-4^7-2- 







f «x/r l/r = (X = 1 . . . W) 



Als Bedingungen für die unbeschränkte Integrabilität dieses Systems 
erhält mau — ~ Gleichungen, nämlich «,x = «x< oder "ö— ^ = -ö-^> 
so dass also eine Function cc{x^ ... Xn) existirt, durch welche sich die 
«,♦ in der Form a, = -^ ausdrücken. Es lässt sich leicht direct veri- 

ficiren, dass die lutegrabilitätsbedingungen a,« «» «xt (^, x= l . , , n) 
die unendliche Gruppe (21) gestatten. . 



§5. 

Drei wichtige Gruppen der Ebene. 

16. Die unendliche Gruppe (1) des § 4 schreiben wir in der Ebene 
f olgendermassen : 

1 -\- Ef (p„ + 2 Ff q>:^ -\- Gfip„ + Hft„+2If^^-\-Kfty,. 

Zurischen den infinitesimalen Transformationen Af . . . Kf bestehen 
hier nach § 4 Formeln (15) die Relationen: 

{AB)={BD) B, {AC)'==iCD)^C, 

(^D)— 0, (BC)^D-A, 

E={AE), 2F=(BE)^2{DF), 

2a==2{BF)^{DG)=^-2{AG)^-2{BK), 

2H=.2(CJ)-=(AH)^ -2{DH)^-2{CE), 

2J={CK)^2(AJ), K=(BK), 

(CF)=E-J, {BJ)'=K—F, {BH)^2J-E, {CQ) = 2F—K, 

K {AF)^(AK)^{Ba)^{CH)={DE)=^{DJ)^0. 



(2) 
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Ausserdem sind E, F, G, H, J, JBT paarweise vertauschbar. Für 
das Folgende ist es endlieh noch von Vortheil die Relationen: 

(3) {Ä+D. E) = E'.' (A + n, K) = K 

anzumerken. 

Nach den Untersuchungen in Nr. 15 des vorhergehenden Para- 
graphen haben wir drei Fälle zu unterscheiden. Von den sechs infini- 
tesimalen Transformationen E . . . K, welche o£feubar selbst eine Gruppe 
erzeugen^ können nämlich entweder zwei oder vier oder es können 
endlich auch alle sechs von einander unabhängig sein. Im ersten Falle 
bestehen die Relationen: 

G = 0, ^=0, 2J - E = 0, 2F- K = 0, 

im zweiten die Relationen 

£+J=0, F+K=0 

(vgl. § 4 Formeln (19) und (20)). 

Wir nehmen bei jedem dieser drei Fälle an, dass es ebensoviele 
Variabeli) a^ . , . a^ giebt als unabhängige unter den infinitesimalen 
Transformationen E , . . K. Ferner setzen wir voraus, dass diese un- 
abhängigen infinitesimalen Transformationen eine transitive Gruppe 
bilden. 

I. Den ersten der drei angegebenen Fälle haben wir für n Variabein 
schon am Schlüsse des vorigen Paragraphen erledigt. Deshalb können 
wir uns hier in der Ebene darauf beschränken, die betreffenden Defini- 
tionsgleichungen anzugeben. Dieselben lauten: 

\lxy + Vyy — «Sy — ßVy — ßx^ — ßyV = 0, 

wo die Functionen a und ß der Integrabilitätsbedingung ccy—ß3g = 
genügen müssen. Von den Differentialgleichungen (4) kann man ohne 
Weiteres ein Integral angeben, nämlich: 

5» + ^y — «S — jSi^ = const.j 

zu demselben könnten übrigens auch noch unsere Betrachtungen in Nr. 12 
des § 3 führen, üeber die Gruppen (4) vergleiche man sonst Lie, 
Unendliche continuirliche Gruppen § 6 Nr. 14 und § 8 Nr. 22. 

IL F a 1 1. Eliminiren wir E und K vermöge der Relationen E-\--J=^0, 
F-^K^^O, so erhalten wir aus (2): 

I {ÄF) = 0, {AO) G, {AH) = 2H, (AJ) = J, 

(5) hBF) = G, (J56?) = 0, {BH) = SJ, (BJ) 2F 

\ u. s. w. 

Die vier unabhängigen Variabein in den infinitesimalen Transforma- 
tionen F,G,H,J mögen k,(i,VyQ heissen. Wir wählen dieselben so, dass 



(7) 
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F^-K^%, ö-=f, ^=|f, J=-^ = |f 

wird. Nun zeigen die Relationen (3), dass A '\- D bei geeigneter 
Wahl der Variabein die Form: 

erhalten kann; die Gleichungen (5) aber ergeben weiter: 

A^ p|/:_2r|^- pI^, 1^= 29-ff- a|/--3i/|^, 

^ dfi ov ^ OQ ^ dl Ott' oq' 

Nach den gewohnlichen Regeln (vgl. § 3 Nr. 10, Satz 4) finden 
wir daher die vier Definitionsgleichungen: 

lyy + ^L - Hy — ^l^Vy — l^x^ — fy^ = 0, 

rixx — '^vlx — QVx + viyy — Va-S -- Vyiy = 0, 

2i2xy— gx« — pS*— 3vgy + 2Ai^^ — (>,g — pyiy = 0. 

Die lutegrabilitätsbedingungen dieses Systems erhält man erst 
nach zweimaliger Differentiation. Hat man ein System Functionen 
X, II, Vy Q, welches den lutegrabilitätsbedingungen genügt, so definiren 
die Gleichungen (7) eine Gruppe, welche mit der allgemeinen pro- 
jectivischen Gruppe der Ebene ähnlich ist. Die Definitionsgleichungen 
der letzteren erhält man aus (7) durch die Substitution A==fi=i/=() = (), 
nämlich: 

2|a:y — Vyy = 0, |yy = 0, fj^x = 0, 2lja;y — |arar = 0. 

III. Fall. Wir haben jetzt sechs unabhängige Variabeln^ etwa 
Uy ß, y, d, £, i und können setzen: 

^^ "~ a« ' ^ "~ 2 ap ' ^ "" ay ' a* ' 2 dB* ^~ dt' 

Durch geeignete Wahl der Variabein können wir ferner erreichen, dass 

^ + ^ = -(«l^+-. + ef) 

wird; und finden dann aus den Gleichungen (2): 

, a« ' oy CO OS 
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Also ergeben sich die sechs Defiuitionsgleichungen : 

Ly + (« — a)Sy — yVx — ßVy — ß»^ - ßyV = ^i 
S,y + yL + (t-:2ß)iy ~ 2yriy ^ d^ - SyV = 

u. s. w. 



(8) 



Da in (8) alle Differentialquotienten von einer gewissen Ordnung 
— hier die von der zweiten — bestimmt sind, braucht man bloss 
einmal zu differentiiren^ um die Integrabilitatsbedingungen aufstellen 
zu können. Man bekommt die vier: 

CCy — /Sa, = ga: - £y == y* — jSf , 

(9) Ißy - y. = ß{ß-i) + y(*-«), 

Dieselben bilden ein unbeschränkt integrables System, welches, wie 
wir wissen die unendliche Gruppe (1) gestaj^tet. 

Jedes System von Functionen a . . . J;, welches die Gleichungen 
(9) befriedigt, liefert in (8) eingesetzt die Definitionsgleichungen einer 
Gruppe, welche mit der allgemeinen linearen Gruppe der Ebene ähn- 
lich ist. Die Definitionsgleichungen der letzteren ergeben sich für 
a = /3 = • • • g = 0, nämlich: 

§«» = ixy = byy *^ ^} V^x = ^«y = '^yy '^^ ^« 

Die Gleichungen (8) und (9) zusammengenommen bilden ein unbe- 
schränkt integrables System mit den Unbekannten |, ij, a . . . g. Von 
diesem Systeme lassen sich die folgenden beiden Integrale angeben: 

/jQx f S« + % — (a + «)g — (/5 + g)i2 = const., 

\{L—ccl^—ß7j) {riy—s^—^rj) — i^y—ß^—yti) (iya,-ÄS— £i?)==const. 

Zur Aufstellung derselben führen die Betrachtungen in § 3 Nr. 12. 

17. Zum ScMusse noch einige wenige Bemerkungen über die Inte- 
gration des Systems (7). 

Wir denken uns X, ft, i/, q als gegebene Functionen von x, y und 
setzen voraus, dass bei Einsetzung dieser Werthe das System (7) un- 
beschränkt integrabel wird; es definirt dann also eine gewisse Gruppe, 
welche mit ^der allgemeinen projecti vischen Gruppe der Ebene ähn- 
lich ist. 

Unterwerfen wir a, /3, y, d, «, g den Gleichungen:* 

(11) y = fi, d = v, 2ß-^t==k, 2e^a = Q, 

so wird (7) eine Folge der Gleichungen (8). Wenn wir daher «...(; 
in allgemeinster Weise so bestimmen, dass die Gleichungen (11) erfüllt 
sind und das System (8) unbeschränkt integrabel wird, müssen die 
Gleichungen (8) ein System Integralgleichungen von (7) darstellen. 



4 
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Damit das System (8) unbeschränkt integrabel wird, müssen a...£ 
die Bedingungen (9) befriedigen; indem wir daher «, y, ä, 5 aus (9) 
vermöge der Gleichungen (11) eliminiren^ erhalten wir zur Bestimmung 
von ß und s die Differentialgleichungen: 

|2fy — ßx — 9y = ^ßx — fy — ^x == (IV — ße, 
^x = Vy+ ^(A — /3) + s{q — €). 

Auf dieselben Differentialgleichungen kommt Lie in seiner Ab- 
handlung „Classification und Integration u. s. w. III", Archiv for 
Math, og Naturvid. Bd. VIII, pag. 373 ff. (vgl. insbesondere die Glei- 
chungen (3) und (4) daselbst). Aber die Formulirung des ganzen Inte- 
grationsproblems ist bei Lie eine wesentlich verschiedene, deshalb hat 
auch seine Ableitung der Differentialgleichlmgen (12) mit der von uns 
gegebenen keine directen Berührungspunkte. 

Das System (12) ist äquivalent mit einer linearen gewöhnlichen 
Differentialgleichung 3. 0. (vgl. Lie, a. a. 0. pag. 376); ist diese 
letztere vollständig iutegrirt, so erhält man a ... ^ als Functionen von 
X, y ausgedrückt und die Substitution dieser Werthe in (8) ergiebt ein 
System Integralgleichungen von (7). Die vollständige Erledigung des 
Integrationsproblems bietet jetzt keine Schwierigkeiten mehr und lässt 
sich ohne Integration durchführen. Wir wollen darauf nicht eingehen, 
sondern nur noch bemerken, dass sich dabei die Integrale (10) sehr 
vortheilhaft verwerthen lassen. — 
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